LyciE VICTOR HUGO — BESANCON
PC* ANNEE 2023-2024

DEVOIR MAISON 2 - Sgries

A rendre le lundi 2 octobre

Exercice 1 SERIE EXPONENTIELLE

Le but de cet exercice est de prouver par une autre méthode que celle vue en cours les résultats
sur la série exponentielle (convergence et valeur de sa somme). Pour sa résolution, il est donc inter-
dit d’utiliser la Proposition 7 du cours sur les séries exponentielles.

, . 2"
1. Montrer que pour tout z € C, la série Z — converge.
n:

On note dans la suite :

pour tout z € C, f(z) = —
n=0 T

2. Montrer qu’on a :

V(z2,2") e C?, f(z+2) = f(2)f(&).

3. (a) Montrer les inégalités suivantes :

11 1
Va €]0, 1], PEAC L et Vre]-1,0[, PEPRIC L
T 1-x 2 T

(pour x négatif, on pourra penser d utiliser le théoréme spécial des séries alternées)
(b) En déduire que f est dérivable en 0 et vérifie f/(0) = 1.
4. (a) Soit xy € R. Montrer que pour tout h € R*, on a :

f(xo+h) = f(x0)
h

f(h) -1
—

= f(o)

(b) En déduire que f est dérivable sur R et vérifie f’' = f.
(¢) En déduire que pour tout z € R, f(x) = e®.

5. Soit g la fonction définie sur R par :

VreR, g(x) = f(izx).

g(x)-g(0) . & "
a) Montrer que pour tout x € R*, ona ———~>—¢=4  ——.
(a) que p : - nzl (e D)

(b) En déduire que pour tout x € R* :

9@) =90 iy
T
(c¢) En déduire que g est dérivable en 0 et vérifie g'(0) = 1.
6. (a) En utilisant une méthode similaire a celle utilisée dans la question 4, en déduire que g est
dérivable sur R et vérifie ¢’ = ig.
(b) En déduire que pour tout x € R, f(iz) = e’*.
7. Déduire de ce qui précede que pour tout z € C, f(z) = e?.



Exercice 2
A. QUESTIONS PRELIMINAIRES

1. Soit (uy )nen et (Un)nen deux suites réelles. On suppose que pour tout n € N, v, > 0.

(a) Montrer I’équivalence :

[un ~ vn] REN [Ve >0,3ng € N tel que Vn e N vérifiant n > ng, on a (1-¢)v, < u, < (1+5)vn].

(b) On suppose qu’on a u, ~ v, et que la série ¥ v,, converge.

+00 +00
Montrer qu’on a Z Wy, ~ Z V.
k=n

k=n
2. Soit f une fonction définie sur ]0,+oo[, continue, positive et décroissante.

n+1
On souhaite prouver que la série ) ( f(n) - f f(t) dt) est convergente.

n>1

(a) Montrer que pour tout n € N* on a :
n+1
0<fm) - [T J(Bar< )= fn+ ).

(b) En déduire le résultat souhaité.

B. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SUITE DES SOMMES PARTIELLES DE LA SERIE
HARMONIQUE

21
Pour tout n € N*, on note H,, = Z T
k=1

1. En utilisant la question A.2 avec une fonction f bien choisie, montrer qu’il existe un réel ~ tel

que :
H,=Inn+~vy+o(1)

2. Pour tout n € N* on note u,, = H, —Ilnn - .

(a) Soit n € N*. Montrer que la série Z (ug, — ugy1) converge et déterminer sa somme.

k>n
. 1
(b) i. Montrer que u, — Up41 ~ —-
2n
+ 00
ii. Déterminer un équivalent de Z = de deux manieres différentes :
k=n

- en utilisant une comparaison série/intégrale,

- en remarquant que — ~ — — et en utilisant la question A.1.(b).
n? n n+
+o00
iii. En déduire un équivalent de Z (U — Ugs1)-
k=n

(¢) En déduire que :

1 1
Hn:lnn+’y+—+o(—).
2n n

3. A laide d’une méthode similaire & celle de la question 2, déterminer le terme suivant dans le
développement asymptotique de H,.



