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Corrigé

1. Par définition, une fonction f est concave sur I lorsque —f est convexe sur I c¢’est-a-dire lorsque :
V(z,y) e 2, VA€ [0:1], (=f)(Az+(1-N)y) SA=f)(@) + (1 =) (-F)(v).

En multipliant cette inégalité par —1, on obtient comme ’ caractérisation d’une fonction concave sur I : \

V(z,y) e I2,YAe[0;1], fOQx+(1-Ny)2Af(x)+(1-X)f(y).

2. Utilisons la définition de la convexité pour prouver que la fonction valeur absolue est convexe sur R.
Soit (z,y) € R2. Soit A € [0;1].
On a par inégalité triangulaire :

Az + (1= Nyl <Az +[(1 =Nyl = Azl + (1= V)]yl

car A20et 1-XA20.
On a ainsi prouvé que :

[la fonction valeur absolue est convexe sur R. |

3. Utilisons la définition de la convexité pour prouver que la fonction carrée est convexe sur R.
Soit (z,y) € R2. Soit A € [0;1].
Pour démontrer I'inégalité souhaitée, déterminons le signe de la différence des deux membres.

On a:
(@) + (1= N F(y) = FOx+ (1= V) = A2 + (1= N)y? - (A + (1= \)y)”
= A2+ (1= N)y? = (N2 + (1 - A%y + 20 (1 - N)ay)
=A1=-N)22+ (1= (1= (1=X)y* =21 - Ny
=21 =) (22 + 32 - 22y)
=AML= M) (z-y)?

qui est positif en tant que produit de trois réels positifs.
On en déduit I'inégalité souhaitée :

fOw+(1=X)y) <Af(x)+ (1-A)f(y).

Ainsi :

‘la fonction f:x — 2 est convexe sur R. ‘

4.(a) Comme pour tout ¢ € [0;1], on a tx + (1 -%)y >0 (en tant que somme de deux termes positifs
dont I'un au moins est strictement positif), on sait par les théorémes généraux que la fonction g est
bien définie et deux fois dérivable sur [0;1] et on a :

Vte[0;1], ¢'(t) = ﬁ —In(z) +In(y) puis ¢"(t) =- i E_x(l %)tQ)yV <0 (car x #y)

On en déduit que :

la fonction ¢’ est strictement décroissante sur [0;1].
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4.(b) La fonction h = In est dérivable sur [z,y] (donc continue sur [x,y] et dérivable sur ]z, y[) donc
par 1’égalité des accroissements finis, il existe z €]z, y[ tel que

h(y) —h 1 -1 1

hiy) = 1) =Nh'(z) cest-a-dire In(y) - In(x) —

Yy—-x Y- z
1 1 1
Comme O<z<z<y,ona —2—>—.
x oz oy

Ainsi :

() -ln@) 1

X

1
Y y—-x

8

4.(c) D’apres les calculs effectués en 4.(a), on a :
g'(0) = Y In(z) +In(y) et ¢'(1) = Y In(z) +1In(y).
Yy x

- Y-

D’apres la question précédente, comme y — 2 >0, on a i <In(y) —In(x) <

On en déduit que :

g'(0)=20et g'(1) 0.

4.(d) La fonction ¢’ est continue sur [0;1], ¢’(0) > 0 et ¢’(1) < 0 donc d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe to € [0;1] tel que ¢'(to) = 0.

De plus, la fonction g’ est strictement monotone sur [0;1] ce qui garantit 'unicité de .

Ainsi :

la fonction ¢’ s’annule une et une seule fois sur [0;1].

4.(e) Comme la fonction g’ est décroissante sur [0;1] et ¢’(tp) =0, on a :
Vi e[0,t0], g'(t) 20 et Vte[ty,1], ¢'(t) <O0.

On en déduit que la fonction g est croissante sur [0, %] et décroissante sur [¢g,1].
De plus, g(0) =0 et g(1) =0 donc :

g est positive sur [0;1].

On a donc pour tout ¢ € [0;1], g(¢) >0 d’ou In(tx + (1 -t)y) > tIn(z) + (1 - t) In(y).
Pour prouver la concavité de In sur R*, on doit montrer que :

V(z,y) e (R )%, YA e[0;1], In(Az+ (1-XN)y) > An(z) + (1 -\ In(y).

Par ce qui précede, on a établi cette inégalité dans le cas ou = < y.
L’inégalité est évidente dans le cas ou x =y (les deux membres sont égaux a In(x)).
Dans le cas ou y < x, on a par ce qui précede en adaptant les notations :

Vte[0;1], In(ty+ (1 -t)z) > tln(y) + (1 - t) In(x).
Ainsi, pour tout A € [0;1], en appliquant ceci avec t =1— X € [0;1], on obtient :
In((1-N)y+Az) > (1-X)In(y) + An(x),

ce qui est I'inégalité recherchée.
Ainsi :

‘1& fonction In est concave sur R*.

5.(a) On suppose qu'il existe A € [0;1] tel que z = Az + (1 - \)y.
Commey>zet 1-A>0,ona (1-\)y > (1-A)x donc en ajoutant Az, on obtient z > Ax+(1-\)z = x.
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Comme y >z et A >0, on a Ay > Az donc en ajoutant (1 —\)y, on obtient y = Ay + (1 -y > z.
Ainsi, on a bien z € [z,y].

N.B. : On peut aussi prouver ce résultat en utilisant le résultat rappelé au tout début du sujet avec
I'intervalle [x,y].

Onaxelx,y], ye[z,y] et Xe[0;1] donc z =Xz + (1-N)y € [z,y].

On suppose que z € [z,y]. On souhaite prouver qu’il existe A € [0;1] tel que z = Az + (1 - \)y.
Raisonnons par analyse-synthése pour trouver comment définir .

Analyse : Siun tel A existe, on a z = \(z —y) +y donc A = ==Y (on a bien z -y #0).
Synthése : On pose A = Sty
r-y

On a alors (z —y)A =z —y donc on a bien z = Az + (1 - \)y. Il reste & prouver que A € [0;1].
Onaxz-y<0etz-y<0 puisque z € [x,y] donc A > 0.

Etl_)\:x—y—z+y:$—z
-y T —

On a donc bien A € [0;1].
On a ainsi établi I’équivalence :

avec x —y <0 et z — 2 <0 puisque z € [z,y] donc 1-A>0 d’ou A< 1.

z € [x,y] si et seulement s'il existe A € [0;1] tel que z = Az + (1 - A)y.

5.(b) Hlustration de I'inégalité de convexité :
V(z,y) e I, ¥te[0:1], f(tz+(1-t)y) <tf(z)+(1-t)f(y).
La courbe représentative de f est en-dessous de ses cordes.

A

Lfix) + (1 = ) f(y)
fitx + (1-1)y)

Sx) - !

Y

X (x+ (I—-0)y y

6.(a) Utilisons la définition de la convexité. Soit (z,y) € I?. Soit A € [0;1].
Comme f est convexe sur /, on a :

fQz+(1=A)y) <Af(z) +(1=-A)f(y)

Comme g est convexe sur I, on a :

g( Az + (1= N)y) < Ag(x) + (1= N)g(y).

En additionnant ces deux inégalités, on obtient :
(f+9) Az + (1= Ny) <A +9) (@) + (L= (f +9)().
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On a ainsi prouvé que :

‘la fonction f + g est convexe sur [ ‘

6.(b) Utilisons la définition de la convexité. Soit (z,y) € I2. Soit A € [0;1].
Comme f est convexe sur I, on a :

FOz+(1=N)y) <Af(x)+ (1-A)f(y).

Comme g est croissante sur J, en notant que f(Az+(1-N)y) e J et Af(z)+(1-X)f(y) € J (d’apres
le résultat rappelé en préambule du sujet puisque J est un intervalle, f(z) € J, f(y) € J et A€ [0;1]),
on obtient en appliquant ¢ :

go f(z+(1-Ny) =g(fQz+(1-N)y)) <g(Af(z)+(1-N)f(y))

Comme g est convexe sur J, en notant que f(x) e J, f(y)eJ et Ae[0;1], on a :

g(AMf(@) + (=N f(y) < Ag(f(@)) + (1= N)g(f(y)) = Ago f(z) + (1= N)go f(y)-

On déduit de ces deux inégalités que :

go f(Ar+(1=N)y) <Ago f(z)+(1-N)go f(y).

On a ainsi prouvé que :

‘la fonction g o f est convexe sur [ ‘

6.(c) En reprenant la question 6.(b) en changeant les symboles < par des symboles >, on prouve que :

si f est une fonction concave sur I a valeurs dans J et g une fonction concave et croissante sur J
alors g o f est concave sur I.

7. Initialisation : cas n =1
On considere x; € I et nécessairement \; = 1.
On a alors bien A\jxq =21 € I et f(Ax1) < A f(z1) puisque les deux membres sont égaux a f(x1).

Hérédité : Soit n e N* pour lequel la propriété est vraie. Montrons-la au rang n + 1.
n+1

Soit (1, ..., Tpe1) € 171 Soit (Aq, ..., Aps1) € (Ry)™ tel que Z Mg = 1.
k=1

Remarquons que si A\, = 1 alors pour tout k € [1,n], on a Ay = 0 (car ce sont des réels positifs

n+1 n+1 n+1

de somme nulle) et donc Z AN =T €1 et f (Z /\kxk) < Z Arf () puisque les deux membres
k=1 k=1 k=1

sont égaux & f(xn41).

On suppose désormais qu’on a A, # 1.

On peut écrire :
n+1 )\

Y k= (1= Aps1) Y, - d
k=1 s l=An

T+ >\n+l$n+l'
+1

Ak
1- )\n+1

n

Notons que pour tout k € [1,n], pur >0 et Z Wi =
k=1

Posons pour tout k€ [1,n], ux =

Z Ar = 1 puisque Z A =1- A1
IR k=1

Par hypothese de récurrence, comme de ph;s pour tout k € [1,n], zx € I, on en déduit que

> kel
P



Comme de plus 2,41 € [ et A\pyq €[0;1], on en déduit par le résultat rappelé en préambule que

n n+1
(1= Xps1) D ks + Aps1Za1 € I Cest-a-dire Y Mgy € 1.
pg =1

Comme f est convexe, on a également :
n+1 n n
f(z )\kl’k) =f ((1 ~Ans1) Y HkTk + )\n+11’n+1) <(I=Apn)f (Z Mkl"k) + Ans1f (Tni1)-
k=1 k=1 k=1

Or, par hypothese de récurrence (hypotheses vérifiées ci-dessus), on a également :

/ (z”: Mkﬂfk) < zn:ﬂkf(xk)-
=1 fe=1

Comme 1 - \,;1 20, on en déduit que :

n+1

(1 - )\n+1)f (kzn: ,U/k:xk:) + )\n+1f(xn+l) < (1 - )\n+1)kzn: 1 _A)I\C 1f(xk) + )\n+1f(xn+1) = kz: Akf(mk)

On en déduit I'inégalité souhaitée :
n+1 n+1
f (Z )\kl’k) <Y A f ().
k=1 k=1

On a ainsi prouvé par récurrence que :

pour tous n € N, (x1,2a,...,2,) € I" et (A1, A2, ..., Ay) € (Ry)™ tels que Z A =1, 0na

k=1
k=1 k=1 k=1

8.(a) Soit (a,b,c) € (Rx)3.

En appliquant le résultat de la question 7 (adapté au cas de la concavité en passant éventuellement

1
par —f) avec la fonction In concave sur R, x1 =a, z9=b, zg3=cet \y = Ay = A3 = 3 on obtient :

1h““fllanrlllflcéln(lcwrlbﬁtlc) ou encore 11Il(CLbC)Sln(aerJrc).
3 3 3 373 3 3

Par croissance de la fonction exponentielle sur R, on en déduit que :

e%ln(abc) — m< a+§+c.

8.(b) Utilisons le résultat de la question 6.(c) avec f = In, fonction concave sur |1, +oo[ a valeurs dans
R* et g = In, fonction concave et croissante sur R3.
On obtient ainsi que la fonction :

Inoln est concave sur |1, +oo.

Soit (x,y) € (]1,+00[)2.
En appliquant le résultat de la question 7 (adapté au cas de la concavité) avec la fonction Inoln

1
concave sur |1,+oo[, z1 =2, Ta=y et A\ = Ag = 5y on obtient :

r+y

Inoln (%x + %y) > %lnom(x) + %lnom(y) ou encore In (ln( )) > %ln(ln(x) In(y)).
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Par croissance de la fonction exponentielle sur R, on en déduit que :

o ($ 42‘ y) > 6%ln(ln(ac)ln(y)) _ /ln(m) ln(y).
9.(a) On a (t,a) € I? et A e [0;1] donc par convexité de f sur I, on a :

flu) = fFOt+ (1= Na) <AF(E) + (1= A)f(a) = A(f (1) - f(a)) + f(a).

On en déduit que :

fu) = fla) <A(f(t) - £(a)).

De plus, on a u=A(t-a)+a donc)\:;b_a

(on a bien t —a # 0).
-a
On en déduit que :

f(u) = f(a) < (f(t) - f(a)) dot

u—a f(u)—f(a))f(t)—f(a)
t—a uU—a

t—a

par produit par <0.

On a ainsi obtenu :

Aa(t) < Ag(u).

9.(b) Tous les cas possibles ayant été étudiés, on a donc établi que :
V(t,u) e (I~ {a})? tel que t <u, Ay(t) < Aq(u).

On en déduit donc que :

la fonction A, est croissante sur I \ {a}.

10.(a) Comme la fonction A, est croissante sur I \ {a} et (b,c) € (I~ {a})? avec b< ¢, on a :

Ay (b) € Ay(c) cest-a-dire f(b) = f(a) < f(e) - f(a)'

—a c—a

Comme la fonction A, est croissante sur I\ {c} et (a,b) € (I ~ {c})? avec a <b, on a :

A.(a) < Au(b) c’est-a-dire fla) = /(c) < f(b) - f(c)

X
a-c b-c

Comme f(a) = f(e) = (e~ f(a) et 1) - £(c) = ()~ 1) ,on en déduit | 'inégalié des trois pentes |:
a-c c—a b-c c—-b
()~ f(a) _ 1)~ 1(a) _ f(e)~ f(b)
b-a = c-a  c-b

10.(b) Hlustration de l'inégalité des trois pentes :
La pente (ou le ceefficient directeur) de la droite (A, B) est inférieure a celle de la droite (A, C'), qui
est elle-méme inférieure a celle de la droite (B, ().



a b C

11.(a) Soit (a,b) € I? tel que a < b.
Comme f est convexe sur I, par I'inégalité des trois pentes, on a pour tout x € I tel que z < a :

f(a)=F(x) _ fO) = (=) _ f(b) - f(a)

N

a—-x b-x = b-a

f(x) = f(a) _ f(b) - f(a)
r-a h b—a

f@) = f@) _ . f(@) - f(a)

car x < a < b.

On a en particulier

= f'(a).

Comme [ est dérivable en a, on a lim

T—a~ T—a

b) —
Par passage a la limite z - a~ dans l'inégalité précédente, on en déduit que f’(a) < w.
-a
Procédons de méme pour obtenir 'autre inégalité.
Par I'inégalité des trois pentes, on a pour tout x € I tel que b< x :
F0) - f(@) _ f@) - fla) _ f@) - )

b-a h x—a h xr—b
car a < b<x. ) )
On a en particulier 1 [))_ f(a@) < f) - g( )
Comme f est dérivable en b, on a lim (@) = /() = lim f@) = 1) = f'(b).

z—bt €T — z—b x—-0b b
Par passage a la limite - b* dans I'inégalité précédente, on en déduit que M < f(b).

-a

On a donc bien obtenu que :

f'(a) < < f'(0).

f(b) - f(a)
b-a

On a ainsi montré que pour tout (a,b) € I? tel que a <b, on a f'(a) < f'(b) (résultat évident lorsque
a=0b) ce qui prouve que :

‘la fonction f’ est croissante sur I. ‘

11.(b) Soit a € 1.
La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a est la droite d’équation :

y=f'(a)(x-a)+ f(a).

D’apres la question précédente, on a pour tout z € I tel que a< x :
f'(a) < f@) =10 donc f(a) + f'(a)(xz—a) < f(x) puisque z—a >0
r—a
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et pour tout x € I tel que x<a :

f(x) - f(a)

— < f'(a) done f(z) 2 f(a)+ f'(a)(x - a) puisque x —a < 0.

On en déduit que pour tout = € I (résultat évident pour z = a) :

f(x) 2 f'(a)(z = a) + f(a)

ce qui prouve que la courbe représentative de f est au-dessus de sa tangente en a.
Ainsi :

la courbe représentative de f est au-dessus de toutes ses tangentes.

12.(a) La fonction ¢t ~ tx + (1 —t)y est dérivable sur [0;1] (en tant que fonction affine) et f est
dérivable sur I.
Comme (x,y) € I?, on a pour tout ¢t € [0;1], tx+ (1 —t)y € I.

On en déduit par composition que la fonction ¢ — f(tx + (1 —t)y) est dérivable sur [0;1].
Par somme avec la fonction ¢ — ¢ f(x) + (1 -t) f(y) dérivable sur I (car affine), on en déduit que :

la fonction ¢ est dérivable sur [0;1] et on a pour tout t € [0;1] :

¢'(t) = f(x) = f(y) = (- y) f'(tz + (1 - t)y).

12.(b) Comme f est dérivable sur I, elle est continue sur [z,y] et dérivable sur |x,y[ donc d’apres
I’égalité des accroissements finis, il existe z €]z, y[ tel que

f(x) = fy)
r—yY

= f'(2).
Comme z €]z, y[, d’apres la question 5.(a), il existe v €]0; 1[ tel que
z=7vyxr+(1-7)y.

On en déduit que f(z) - f(y) = (z —y) f'(vz + (1 - 7)y).
En remplacant dans I'expression obtenue a la question précédente pour ¢/(t), on en déduit que :

¢'(t) = (z-y)(f'(yz+ (1=7)y) - f'(ta+ (1-t)y)).




12.(c) Soit t € [0;1] tel que t < 7.
Comme z -y <0,on ay+t(x-y)>y+vy(x-y) donc par croissance de f’ sur I, on obtient :

ffly+t(z-y)) 2 f'ly+y(x-y)) dou f'(yor+ (1 -7)y) - f'(te+(1-1)y) <0.

Comme = —y <0, on en déduit par produit que ¢'(t) > 0.
Procédons de méme avec t € [0;1] tel que ¢ > 7.
Comme z -y <0, on ay+t(xr-y)<y+vy(x-y) donc par croissance de f’ sur I, on obtient :

ffly+t(z-y)) < f'ly+vy(z-y)) dou f'(yx+(1-7)y) - f'(te+(1-1)y) > 0.

Comme = —y <0, on en déduit par produit que ¢'(t) <0.
On en déduit que :

la fonction ¢ est croissante sur [0,7] et décroissante sur [, 1].

12.(d) La fonction ¢ est croissante sur [0,~] et décroissante sur [, 1] et on a de plus ¢(0) = ¢(1) = 0.
On en déduit que la fonction ¢ est positive sur [0;1] d’ou pour tout ¢ € [0;1], on a :

tf(@) + (1=1)f(y) > f(tz+ (1 -1)y).

Ce résultat a ainsi été prouvé pour (x,y) € I? tel que = < y. Il est évident pour = =y et pour y < z,
on l'applique avec A = 1 -t pour obtenir I'inégalité souhaitée (on procede comme a la question 4.(e)).
On obtient ainsi que :

‘la fonction f est convexe sur [ ‘

13. Soit f une fonction deux fois dérivable sur I.
Comme f est dérivable sur I, d’apres la question 12, on a ’équivalence :

f est convexe sur [ si et seulement si [’ est croissante sur 1.
Or, on sait que :
f" est croissante sur [ si et seulement si (f')" = f” est positive sur I.

On en déduit I’équivalence souhaitée :

‘ f deux fois dérivable sur I est convexe sur [ si et seulement si f” est positive sur [ ‘

14. La fonction exponentielle est deux fois dérivable sur R et on a pour tout x € R, exp”(z) = exp(x) > 0.
Par la question 13, on en déduit que la fonction exponentielle est convexe sur R.

Par la question 11.(b), on en déduit que la courbe représentative de la fonction exponentielle est
au-dessus de toutes ses tangentes donc en particulier de la tangente au point d’abscisse 0.

Cette tangente a pour équation :

y=exp'(0)(x-0)+exp(0) =z + 1.

On en déduit que :

‘pourtoutxeR, ex>x+1.‘

15.(a) Soir (z1,22,y1,y2) € (R*)%
L2

x
Comme la fonction f est concave sur R*, en appliquant la définition de la concavité avec (—1, —) e (Rx)?
Y1 Y2
Y1

Y1+ Y2

et \ =

€ [0;1], on obtient :

(0 f(ﬂ)+ Yo f(@)sf( yooT Y g)
Y1+¥y%2 \n Y1+Y2 \Y2 Y1+tY2 U1 Y1 +Y2Y2
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i Y

Y1+Y2 B yi+ys
En multipliant par y; +y2 > 0, on obtient :

(2 () <t smor(222)

Y1+ Y2

puisque 1 -

ce qui correspond a l'inégalité souhaitée :

(w1, y1) + (T2, y2) < PY(T1 + T, Y1 + o).

15.(b) On pourrait utiliser directement le résultat de la question 7.
On propose plutot ici une preuve par récurrence.
Initialisation : cas n =1

Soit (%;yl) (R;)2.
On a Z (xk,ye) =U(x1,y1) et (Z Tr, Z yk) =1 (x1,y1) donc I'inégalité est clairement vérifiée.

k=1 k=1
Heredz'te : Soit n € N* pour lequel la propriété est vraie. Montrons-la au rang n + 1.

On a:

n+1

}:?ﬁ(xk,yk) E:fﬁ(xk,yk + (T, Yns1)

<Y Z Tk, Z yk) + Y (Tpi1,Yns1) par hypothese de récurrence
k=1 k=1

<Y Z T + Tnst, Z Yp + yml) par la question 15.(a)
k=1 h=1

n+1 n+1
= Z T, Z yk)
k=1 k=1

On a donc prouvé par récurrence que :

pour tout n € N* et tout (z1,...,2n,%1,...,yn) € (R¥)?", on a :
> (@, i) <V (E:J%>§:yk)
k=1 k=1

16.(a) La fonction f est deux fois dérivable sur R et on a :

11 1(1 1
VteRY, f/(t)=—tr" et f”(t):—(——l)ti 2
p p\p

1
Comme p>1,0ona —-1<0 et donc f” est négative sur R*.

Par le résultat de la question 13 (adapté au cas de la concavité en passant éventuellement par —f),
on en déduit que :

’1& fonction f est concave sur R%.

16.(b) En utilisant (x*) avec la fonction f, on obtient pour tout (xi,...,Zn,y1,...,Yn) € (R2)?" :
1 1 1
Yk ( ) (Zy)(Zkl ) c’est-a-dire Zykxk\(z ) (Zxk)
1 Yk Zk 1Yk k=1 k=1 k=1
car 1 — — =

p
Soit ((11, vy Oy, bl, . ,bn) € (Ri)Qn
En appliquant cette inégalité avec xj, = af et y; = b pour tout k € [1,n], on en déduit I'inégalité de Holder :

M:

| >




