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EXERCICE

Les trois questions sont indépendantes.

1. Déterminer la nature des trois séries suivantes :

n Inn Inn)?
ZW’ 2, = e Z( 2)‘

n=2 n>1 n nz1 n

1 i 1
2. Déterminer la nature de la série Z (eXp (——) - 1) et en déduire liI+n Z (eXp (—E) - 1).
nx1 n noreo 1

. & (1) o
3. Montrer que la série 7;) (kz_(:) k:!e"—k) converge et déterminer sa somme.

PROBLEME 1

Soit (uy,)nso une suite de réels. Si la série numérique de terme général u, converge, on dit qu’elle
converge a l'ordre 1 et on note (R, )ns0 la suite des restes de cette série, autrement dit :

+o00
VneN, Ry, = Z Uy

k=n+1

Si a nouveau la série de terme général R, ,, converge, on dit que la série Z u, converge a l’ordre 2 et
n20
on note (Ra,)ns0 la suite des restes de cette série, autrement dit :

+00
Vn e PL }{Zﬂ/: }: }%Lk'
k=n+1
Plus généralement, pour tout entier p > 2, si la série de terme général I, , converge, on dit que la

série Z u,, converge a l'ordre p et on note alors (R, ,,)ns0 la suite des restes de cette série :
n=0

+00
VneN, Ryn= 3 Ry1s.

k=n+1

On peut noter : pour tout n e N, Ry, = u,.
Le but de cet exercice est d’étudier, sur certains exemples, 'ordre de la convergence de la série de
terme général wu,,.

1. Soit a € R. On considere, dans cette question uniquement, que pour tout n e N* : u, = —.

(a) Rappeler la condition nécessaire et suffisante sous laquelle Z u, converge.
nx1
On se place désormais sous cette condition.

(b) A Tl'aide d’une comparaison série/intégrale, montrer qu’on a :

1

i n—:‘%—oo (a - 1)n04—1 ’

Ry

(c) Sous quelle condition nécessaire et suffisante sur «, la série Z u,, converge-t-elle a I’ordre 2 7
nx1



2. On considere, dans cette question uniquement, que pour tout n € N* : u, = —.

n
(a) Déterminer lim S
n—too (n + 1)

(b) Montrer que la série Y u, converge.
nxl

1
(c) Montrer que, pour tout k > 3, uy < 3 puis en déduire que pour tout n > 2 :

1

0< Ry, < .
b9 3n

(d) En déduire que la série Z u, converge a l'ordre 2, et que pour tout n > 1 :
nxl

1
4.37°

0<R2,n <

(e) Montrer que pour tout p > 2, la série Z u, converge a l’ordre p et que pour tout n > 1 :
nx1

1
’ 2p.3n
(f) La série ) Ry, converge-t-elle ?
—1)n
3. On considere, dans cette question uniquement, que pour tout n € N* : u,, = ( 2) .

n
a) Montrer que la série » wu,, converge et qu’on a pour tout n € N :
() q geet q p
nx1
1
Ry, € ——.
| 1,n| (n i 1)2

(b) En déduire que la série Y u,, converge a I'ordre 2.
nx1

(-1

4. On considere, dans cette question uniquement, que pour tout n € N* : u,, =
n

(a) Montrer que la série Z u, converge et que la série ZRl,n est alternée.
nx1

(b) Montrer que pour tout n € N, on a :

n+l+p n+2+p

+o00 1 1
|R1,n|—|R1,n+1| = Z(—l)p( - )
p=0

(c) Montrer que pour tout m € N*, on a :

1 2 1
+—20
m+2 m+1 m

1 1
n+l+p n+2+p

En déduire que pour tout n € N, la suite ( ) est décroissante.
p>0

(d) En déduire la monotonie de la suite (|R1,|)ns1 puis que la série Y u,, converge a 'ordre 2.
nx1



PROBLEME 2

Le but de ce probléme est de donner, dans la partie A., quatre expressions différentes du réel In(2)
sous la forme d’une somme de série puis d’étudier, dans la partie B., la vitesse de convergence de ces
quatre séries.

PARTIE A.

1. (a) On rappelle ici la formule de Taylor avec reste intégral :

Soit € N, I un intervalle de R et (a,b) € I2.
Si f est une fonction de classe €7*! sur I, alors on a :

f(b) = Zf (“) b-a)k+ f b@f““)(t)dt.

A l'aide de la formule de Taylor avec reste intégral appliquée 4 la fonction f : z — In(1+z),
montrer que pour tout n € N* et pour tout x €] -1, +oo[ :

In(1+z) = i—(*]zmxh(—nn Ox—(‘”‘t)" dt

(1+1¢)n+t

1 0 1+2t)
(b) En déduire que pour tout n e N*, In2 = Z Lok [1/2 ﬁ

0 1+2t)n 0
(c) Montrer que pour tout n e N*, 0 < f # dt <2 f (1+2t)"dt.
—1/2 27 (1 + t)™+t -1/2
+o00

converge et qu’on a Z =1In2.

(d) En déduire que la série ) — o

k
i1 k‘

1 1
2. (a) Montrer que la série — — ———— | converge et déterminer sa somme.
(2) d kzl(k;zk (k;+1)2k+1) Verg

(b) Montrer que pour tout k € N*, on a :

_ (L1 1
E(k+1)28  \ k2t (k+1)2k+1 )  (k+1)2k+1

1 +00 1
(c) En déduire que la série %:1 m converge et donner la valeur de 1;1 Wh T )2
n n k+1 1 1
3. Pour tout n € N*, on note anz Z et Unzln(n+ )__
= n n

(a) Montrer que la série Y u,, converge.
nx1

(b) En déduire que la suite (H, —Inn),+ converge puis qu'il existe v € R tel que :

H,=Inn+~v+o(1).

(c) Montrer que pour tout n € N*, = H,, - H,.
( 1)k+1

(d) En déduire que Z =In2.



4. On consideére la suite (a,)nen+ définie par :

ﬁ(2k+ 1)

Ix3x-x(2n-1) i
n2n+in! C n2ntipl
(2n)!

n22n+1(pl)2’

VneN* a,=

(a) Montrer que pour tout n e N*, a, =

(b) Rappeler la formule de Stirling.
(c) Montrer que la série de terme général a,, est convergente.

Pour la suite, on admet que Y a, = In(2).

n=1
PARTIE B.
Jio 1 S io (_l)kﬂ io tV io 1
Pour n € N, on note R, = —, Sy = = ap et 'V, = —_
wimer K28 kimel F k=n+1 wim k(K +1)2F

R,, S,, T, et V, sont donc les restes d’indice n des séries vues en premiere partie.
Le but de cette partie est de déterminer des équivalents des quatre suites (R,,), (S,), (T},) et (V,,).

On rappelle que la notation u, ~ v, signifie que la suite (u,) est équivalente a la suite (v,) et
que la notation u, = o(v,) signifie que la suite (u, ) est négligeable devant la suite (v,).

1. (a) A Paide de la question A.2.(b), montrer que pour tout n e N :
1
Vo= ——— R,
(n+1)2n
1 1
EE+ D)2 S (ne2)k2F

(b) Soit n € N. Montrer que pour tout k € N, avec k > n + 1,
En déduire que V,, = o(R,,).

1
(c¢) Conclure que R, ~ o
. . n (=t
2. (a) En utilisant la question A.1.(a), montrer que pour tout n € N*, S, = (-1) (1 pyr dt.
N 1 ¢n
(b) A l’aide d’un changement de variable, montrer que pour tout n € N* S, = (-1)" TT7 dt.
(¢) En déduire que
(_l)n ( 1) 1 ¢n+l
VneN* S, = dt.
e T ) T e Jo (e )2
(D"
d) Concl Sy~ :
(d) Conclure que 5
3. (a) Soit € > 0. Montrer qu’il existe un rang N € N* tel que
1
> —
Vk/N, (]. 5)2\/_k'3/2\ak\(1+5)2\/7_rk3/2.
, k1 dt 1 kodt
(b) Montrer que pour tout entier k > 2, fk e < o < fk_l e
(c) Déduire des questions précédentes que
p+l ¢t P P dt
2
V(n,p) eN“avec N<n<p-1, (1- 8)2\/_f e < ;1ak\(1+8)2\/_ R

1
TR

(d) Montrer alors que T;, ~



4. (a) Montrer que pour tout n € N :

S Ry - Ry

Vo= 2

k=n+1 k+1

(b) Montrer alors que pour tout n € N :

R = 1 1
Vy=—— - R - .
n+2 k:%;l k(k:+2 k+1)

(c) Montrer que pour tout n € N :
1

R, < —+—
(n+1)2n

puis que :

*Z":" Ry, . 1 *Z":" 1
phar (k+2)(k+1) "+ 2,50 k(k+1)28
+00 Rk
En déduire que ———=0(V,).
k:zn:+1 (k+2)(k+1)
1

(d) En déduire que V;, ~

n2on ’
5. Parmi les quatre séries étudiées dans ce probleme, laquelle converge le plus rapidement ?
Laquelle converge le moins rapidement ? Justifier vos réponses.



