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Exercice
Les trois questions sont indépendantes.

1. Déterminer la nature des trois séries suivantes :

∑
n⩾2

n

(lnn)2
, ∑

n⩾1

lnn√
n

et ∑
n⩾1

(lnn)2
n2

.

2. Déterminer la nature de la série ∑
n⩾1
(exp(−1

n
) − 1) et en déduire lim

n→+∞

n

∑
k=1
(exp(−1

k
) − 1).

3. Montrer que la série ∑
n⩾0
(

n

∑
k=0

(−1)k
k!en−k

) converge et déterminer sa somme.

Problème 1
Soit (un)n⩾0 une suite de réels. Si la série numérique de terme général un converge, on dit qu’elle
converge à l’ordre 1 et on note (R1,n)n⩾0 la suite des restes de cette série, autrement dit :

∀n ∈ N, R1,n =
+∞
∑

k=n+1
uk.

Si à nouveau la série de terme général R1,n converge, on dit que la série ∑
n⩾0

un converge à l’ordre 2 et

on note (R2,n)n⩾0 la suite des restes de cette série, autrement dit :

∀n ∈ N, R2,n =
+∞
∑

k=n+1
R1,k.

Plus généralement, pour tout entier p ⩾ 2, si la série de terme général Rp−1,n converge, on dit que la
série ∑

n⩾0
un converge à l’ordre p et on note alors (Rp,n)n⩾0 la suite des restes de cette série :

∀n ∈ N, Rp,n =
+∞
∑

k=n+1
Rp−1,k.

On peut noter : pour tout n ∈ N, R0,n = un.
Le but de cet exercice est d’étudier, sur certains exemples, l’ordre de la convergence de la série de
terme général un.

1. Soit α ∈ R. On considère, dans cette question uniquement, que pour tout n ∈ N∗ : un =
1

nα
.

(a) Rappeler la condition nécessaire et suffisante sous laquelle ∑
n⩾1

un converge.

On se place désormais sous cette condition.
(b) À l’aide d’une comparaison série/intégrale, montrer qu’on a :

R1.n ∼
n→+∞

1

(α − 1)nα−1 .

(c) Sous quelle condition nécessaire et suffisante sur α, la série∑
n⩾1

un converge-t-elle à l’ordre 2 ?
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2. On considère, dans cette question uniquement, que pour tout n ∈ N∗ : un =
1

nn
.

(a) Déterminer lim
n→+∞

nn

(n + 1)n
.

(b) Montrer que la série ∑
n⩾1

un converge.

(c) Montrer que, pour tout k ⩾ 3, uk ⩽
1

3k
, puis en déduire que pour tout n ⩾ 2 :

0 ⩽ R1,n ⩽
1

2.3n
.

(d) En déduire que la série ∑
n⩾1

un converge à l’ordre 2, et que pour tout n ⩾ 1 :

0 ⩽ R2,n ⩽
1

4.3n
.

(e) Montrer que pour tout p ⩾ 2, la série ∑
n⩾1

un converge à l’ordre p et que pour tout n ⩾ 1 :

0 ⩽ Rp,n ⩽
1

2p.3n
.

(f) La série ∑Rn,n converge-t-elle ?

3. On considère, dans cette question uniquement, que pour tout n ∈ N∗ : un =
(−1)n
n2

.

(a) Montrer que la série ∑
n⩾1

un converge et qu’on a pour tout n ∈ N :

∣R1,n∣ ⩽
1

(n + 1)2
.

(b) En déduire que la série ∑
n⩾1

un converge à l’ordre 2.

4. On considère, dans cette question uniquement, que pour tout n ∈ N∗ : un =
(−1)n
n

.

(a) Montrer que la série ∑
n⩾1

un converge et que la série ∑R1,n est alternée.

(b) Montrer que pour tout n ∈ N, on a :

∣R1,n∣ − ∣R1,n+1∣ =
+∞
∑
p=0
(−1)p ( 1

n + 1 + p
− 1

n + 2 + p
) .

(c) Montrer que pour tout m ∈ N∗, on a :

1

m + 2
− 2

m + 1
+ 1

m
⩾ 0.

En déduire que pour tout n ∈ N, la suite ( 1

n + 1 + p
− 1

n + 2 + p
)
p⩾0

est décroissante.

(d) En déduire la monotonie de la suite (∣R1,n∣)n⩾1 puis que la série ∑
n⩾1

un converge à l’ordre 2.
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Problème 2

Le but de ce problème est de donner, dans la partie A., quatre expressions différentes du réel ln(2)
sous la forme d’une somme de série puis d’étudier, dans la partie B., la vitesse de convergence de ces
quatre séries.

Partie A.
1. (a) On rappelle ici la formule de Taylor avec reste intégral :

Soit r ∈ N, I un intervalle de R et (a, b) ∈ I2.
Si f est une fonction de classe C r+1 sur I, alors on a :

f(b) =
r

∑
k=0

f (k)(a)
k!

(b − a)k +∫
b

a

(b − t)r
r!

f (r+1)(t)dt.

À l’aide de la formule de Taylor avec reste intégral appliquée à la fonction f ∶ x↦ ln(1+x),
montrer que pour tout n ∈ N∗ et pour tout x ∈] − 1,+∞[ :

ln(1 + x) =
n

∑
k=1

(−1)k+1
k

xk + (−1)n∫
x

0

(x − t)n
(1 + t)n+1

dt.

(b) En déduire que pour tout n ∈ N∗, ln 2 =
n

∑
k=1

1

k2k
+∫

0

−1/2

(1 + 2t)n
2n(1 + t)n+1

dt.

(c) Montrer que pour tout n ∈ N∗, 0 ⩽ ∫
0

−1/2

(1 + 2t)n
2n(1 + t)n+1

dt ⩽ 2∫
0

−1/2
(1 + 2t)n dt.

(d) En déduire que la série ∑
k⩾1

1

k2k
converge et qu’on a

+∞
∑
k=1

1

k2k
= ln 2.

2. (a) Montrer que la série ∑
k⩾1
( 1

k2k
− 1

(k + 1)2k+1
) converge et déterminer sa somme.

(b) Montrer que pour tout k ∈ N∗, on a :

1

k(k + 1)2k
= ( 1

k2k
− 1

(k + 1)2k+1
) − 1

(k + 1)2k+1
.

(c) En déduire que la série ∑
k⩾1

1

k(k + 1)2k
converge et donner la valeur de

+∞
∑
k=1

1

k(k + 1)2k
.

3. Pour tout n ∈ N∗, on note Hn =
n

∑
k=1

1

k
, τn =

n

∑
k=1

(−1)k+1
k

et un = ln(
n + 1
n
) − 1

n
.

(a) Montrer que la série ∑
n⩾1

un converge.

(b) En déduire que la suite (Hn − lnn)n∈N∗ converge puis qu’il existe γ ∈ R tel que :

Hn = lnn + γ + o(1).

(c) Montrer que pour tout n ∈ N∗, τ2n =H2n −Hn.

(d) En déduire que
+∞
∑
k=1

(−1)k+1
k

= ln 2.
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4. On considère la suite (an)n∈N∗ définie par :

∀n ∈ N∗, an =
1 × 3 ×⋯ × (2n − 1)

n2n+1n!
=

n−1
∏
k=0
(2k + 1)

n2n+1n!
.

(a) Montrer que pour tout n ∈ N∗, an =
(2n)!

n22n+1(n!)2
.

(b) Rappeler la formule de Stirling.
(c) Montrer que la série de terme général an est convergente.

Pour la suite, on admet que
+∞
∑
n=1

an = ln(2).

Partie B.
Pour n ∈ N, on note Rn =

+∞
∑

k=n+1

1

k2k
, Sn =

+∞
∑

k=n+1

(−1)k+1
k

, Tn =
+∞
∑

k=n+1
ak et Vn =

+∞
∑

k=n+1

1

k(k + 1)2k
.

Rn, Sn, Tn et Vn sont donc les restes d’indice n des séries vues en première partie.
Le but de cette partie est de déterminer des équivalents des quatre suites (Rn), (Sn), (Tn) et (Vn).

On rappelle que la notation un ∼ vn signifie que la suite (un) est équivalente à la suite (vn) et
que la notation un = o(vn) signifie que la suite (un) est négligeable devant la suite (vn).

1. (a) À l’aide de la question A.2.(b), montrer que pour tout n ∈ N :

Vn =
1

(n + 1)2n
−Rn.

(b) Soit n ∈ N. Montrer que pour tout k ∈ N, avec k ⩾ n + 1, 1

k(k + 1)2k
⩽ 1

(n + 2)k2k
.

En déduire que Vn = o(Rn).

(c) Conclure que Rn ∼
1

n2n
.

2. (a) En utilisant la question A.1.(a), montrer que pour tout n ∈ N∗, Sn = (−1)n∫
1

0

(1 − t)n
(1 + t)n+1

dt.

(b) À l’aide d’un changement de variable, montrer que pour tout n ∈ N∗, Sn = (−1)n∫
1

0

tn

1 + t
dt.

(c) En déduire que

∀n ∈ N∗, Sn =
(−1)n
2(n + 1)

+ (−1)
n

n + 1 ∫
1

0

tn+1

(1 + t)2
dt.

(d) Conclure que Sn ∼
(−1)n
2n

.

3. (a) Soit ε > 0. Montrer qu’il existe un rang N ∈ N∗ tel que

∀k ⩾ N, (1 − ε) 1

2
√
πk3/2 ⩽ ak ⩽ (1 + ε)

1

2
√
πk3/2 .

(b) Montrer que pour tout entier k ⩾ 2, ∫
k+1

k

dt

t3/2
⩽ 1

k3/2 ⩽ ∫
k

k−1

dt

t3/2
.

(c) Déduire des questions précédentes que

∀(n, p) ∈ N2 avec N ⩽ n ⩽ p − 1, (1 − ε) 1

2
√
π
∫

p+1

n+1

dt

t3/2
⩽

p

∑
k=n+1

ak ⩽ (1 + ε)
1

2
√
π
∫

p

n

dt

t3/2
.

(d) Montrer alors que Tn ∼
1√
πn

.
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4. (a) Montrer que pour tout n ∈ N :

Vn =
+∞
∑

k=n+1

Rk−1 −Rk

k + 1
.

(b) Montrer alors que pour tout n ∈ N :

Vn =
Rn

n + 2
−
+∞
∑

k=n+1
Rk (

1

k + 2
− 1

k + 1
) .

(c) Montrer que pour tout n ∈ N :
Rn ⩽

1

(n + 1)2n

puis que :
+∞
∑

k=n+1

Rk

(k + 2)(k + 1)
⩽ 1

n + 2

+∞
∑

k=n+1

1

k(k + 1)2k
.

En déduire que
+∞
∑

k=n+1

Rk

(k + 2)(k + 1)
= o(Vn).

(d) En déduire que Vn ∼
1

n22n
.

5. Parmi les quatre séries étudiées dans ce problème, laquelle converge le plus rapidement ?
Laquelle converge le moins rapidement ? Justifier vos réponses.
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