Corrigé du DM 2

Exercice 10 : Anneau Z[v/2]

1.
A= {m—i—n\/i; avec m,n € Z}

e Soit a = my +n1V?2 et b= msy + nov/2 avec (my,ny, ma,ny) € Z4.
D’une part :

a—b=(my—my)+ (n1 —na)vV2€ A

car my —nq € Z et mo —ng € 7.
D’autre part :

ab = (mimsa + 2n1n2) + \/i(nlmg +ming) € A

car mims + 2nine € Z et nymso + ming € Z.

Enfin, 1 =140 x v/2 € A, donc A est un sous-anneau de R.

Deplus:Vm € Zm=m+0v/2 € Aet vV2=0+1x 12 € A; donc A est un
sous-anneau de R qui contient Z U {\/5}

Soit B un sous-anneau de R qui contient Z U {\/§ }

Soit £ = m+nv2 € Z, donc m € Z C B,n € Z C V2 et \/2 € B; donc par
stabilité de B par + et x, . =m +n x v/2 € B.

On a montré que A C B, valable pour tout sous-anneau B de R qui contient ZU+/2.

Conclusion :

[ A est le plus petit sous-anneau de R qui contient Z U \@J

2. Soit a =mq +n1vV2 € Aet b=ms+nsv2 € A.
On a ab = (mymy + 2n1n2) + V2(n1mg + miny), ce qui entraine :

N(ab) = f mima + 2n1n9)? — 2(nymy + m1n2)2|

2
|m1m2 +4nin3 — 2n2m3 — 2m nz‘

Par ailleurs :

N(a)N(b) = | m1 - 2n1)(m2 2”2)’
|m1m2 +4n?n3 — 2n2m3 — 2m1n2|
Donc :
( ¥a,be A, N(ab) = N(a)N(b). )

3. Soit z € A.

e Supposons z € U. Il existe donc 2/ € U tel que 2z’ = 1. D’apres la question
précédente, on en déduit que N(z)N(z') = N(1) = 1. Comme N(z) et N(z') ap-
partiennent a N, on conclut que N(z) = 1.

o Réciproquement, considérons z = m +ny/2 € A avec N(z) = 1.

Remarquons d’abord que : (m 4+ nv/2)(m — ny/2) = m? — 2n2.
Or N(z) = |m? = 2n% =1, donc : z x (m —nv2) =1ouzx (m—ny2) = —
donc : z x (m —nv2) =1 ou z x (—m +nv/2) = 1. Donc z est inversible.

Donc :

a) = 1.)

4. Soit z =z +yv2 € U avec 2,y € N et z # 0, pour n € N, z,l—f—\@eRi, donc
par stricte croissance de In sur RY :

(1+V2)" <z < (14+V2)" !
e nln(l+v2) <Inz < (n+1)In(1l +v2)

Inz

In(1 + v/2)
‘“ﬂ In(

[ un élément z de A est inversible si et seulement si NV

<n+1 (In(1 +v/2) > 0)

3

< n <

In z

1+42)

et x#0,doncz>1et z=x+yv2>1, donc: Ln(in:\/i)J > 0.
Donc :
[ il existe un unique n € N tel que : (14+/2)" <z < (1 + \/ﬁ)"‘*‘lj
On fixe n = Ln(iiz\/i)J7 alors : N((1+v2)") = N(14+/2)" = 1, donc d’aprés la

question 3, (1 + /2)" est inversible dans A, donc (1 ++v/2)™ € A et z € A, donc :
2(1++/2)™™ € A. Donc : il existe 2,y € 7Z tels que :

(1+\f) '+ y'V2.

Or (14++v2)" <z < (14 +v/2)"*!, donc : 1

strictement posmf

<2’ +y'Vv2 <1+ +/2 Donc 2’ ou ¢ est

Supposons par I'absurde 2’ > 0 et 4/ < 0, donc 1 < 2’ +9/'v2 < 2’ — ¢y/'\/2.

Or:zeUet (1++2)" € U, donc 2’ +y'v2 € U, donc : N(z' + y/\2) =
12 ) 2| 1

Or: 22 — 2y = (2 + y'V2)(z — yv/2) > 1, d’out la contradiction.
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Supposons par labsurde 2’ < 0 et ' > 0, donc : 3 > 1 et 2/ < —1 donc :
2 —y'vV/2<=2.0r: 2’ +yv/2>1; donc : |22 —2y%| > 2 : contradiction.

Donc =’ > 0 et 3/ > 0.

Conclusion :

[ il existe ', y" € N tels que z(1 + \/§)fn — +y’\/§.]

5. Soit z € U. Donc : z =  + yv/2 avec z,y € Z.

ler cas : x > 0,y > 0 : donc : d’apres la question précédente, avec les mémes no-
tations, 1 < m = 2 +9yVvV2 < 1+ V2 avec 2/,y € N. De plus
N(' +y'V2) = |27 —2y’2‘ = 1 est impair, donc &’ # 0. Donc : ' > 1 et
o +yV2<1++2 doua’ =1ety =0.
Donc : z = (14 v/2)™.
2e cas : £ <0,y <0 : donc pour w = —x —yv/2,ona N(w) = N(z) =1 et w € U,
donc d’apres le premier cas, w = (1 ++/2)", donc z = —(1 + v/2)™.
3ecas: x>0,y <0 :donc pour w =2z —yv/2, de méme w = (1 +v/2)" et 2w = 1,
donc : z = (1 4++/2)™".
4e cas : £ <0,y >0 :de méme, z = —(1 ++2)"".
Donc, dans tous les cas, z € {i(l +/2)"; avec n € Z}.
Réciproquement, sin € N et z = (14+/2)", comme 1++/2 € A et N(1++/2) =1,
donc 1+ v/2 € U et pour tout n € Z, (1 + v/2)" € U, et de méme, —(1 + /2)" € U.
Conclusion :

(U= {20+v2)"; avec nez}.|
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