Algebre - Chapitre 3

Calcul algébrique : sommes et produits

I Généralités
1) Rappels sur la somme et le produit

a) Addition :

Considérons opération d’addition chez les nombres réels (ou complexe).

) Propriété 1 :
Soient x et y deux réels (ou complexes). On a :
(i) x+y =y + x : on dit que l'addition de deux réels est commutative.
(ii) 2+ (y+ 2) = (z +y) + z : on dit que l'addition est associative.
(iii) x4+ 0 =z : on dit que le nombre 0 est neutre pour "+".

Ces deux propriétés permettent de faire des sommes assez librement chez les nombres réels,
puisque 'on peut alors choisir ’ordre de calcul.

Exemple :

Soit S=1+2+3+4+5+6+7+8+9+ 10.

Par commutativité : S =1+9+2+8+3+7+4+6+5

Et par associativité : S = (1+9)+ (2+8)+(B3+7)+(4+6)+5=104+10+104+10+5 =45
b) Produit :

Ces propriétés se retrouvent également pour le produit de réels :

) Propriété 2 :
Pour tous réels (ou complexes) z et y, on a
(i) xy = yz (commutativité)
(i) (xy)z = z(yz) (associativite)
(iii)  x 1 =z (1 est neutre pour la multiplication)

() Propriété 3 : Distributivité
; Pour tout réels z,y et z, on a
z(y+z) =xy+zz

C’est cette propriété qui permet la factorisation et le développement d’expressions.

2) Symboles Z et H

a) Définitions :
W Définition :
» Soit I un ensemble fini et (x;);es une famille de nombres réels (ou complexes).

On note E x; la somme de tous ces nombres, et H x; leur produit.
icl il

n
» Par convention, si I = (), on pose Z:c, =0et 1_[33Z =1
iel el




,OA noter : CAS FREQUENT
Trés souvent, on aura I de la forme I = [p,n] avec p et n deux entiers naturels, p < n.

n n
On écrira alors E T = E x; et Hzl = 1_[;13Z
i=p i=p

i€l i€l

n n

Autrement dit : E Ti=Tp+ Tpr1+...T, et H Ti = TpTpil---Tn
i=p i=p

Ces écritures avec "..." sont appelées "écritures en extension".

Exemples :

> > =

1€{0;2;4}

3
>Zi2:
=1
3

» [Je+1) =
=1
10000

» [[ 1=
=1

10000

> Zl:
=1

cg/f REMARQUES :

1. Les notations Z et H pourront étre utilisées dans n’importe quel ensemble ot la
somme (respectivement le produit) est commutatif (fonctions, suites, etc...)

2. On utilisera également des écritures donnant des propriétés des indices considérés.
Par exemple :

Z i=0+2+4+6+8+10

0<:<10
i pair

b) Factorielle :
Définition :
Soit n € N. On appelle factorielle de n, noté n! le nombre défini par
(i) 0 =1
n
(i) n!=J]isin>1.
i=1

Exemples
» 4! =

» 6! =

) Propriété 4 :
< Soit n > 1, alors n!l =n x (n —1)!

> Preuve



En corollaire immeédiat, on montre facilement :

) Propriété 5 :
!
; Pour tout n € N*, % =(n-1)

3) Calcul avec les symboles Z et H :

a) Reégles de calculs pour les sommes et produits finis

Une somme ou un produit décrit sous la forme E ou H se manipule comme une somme ou un

produit habituelle. On peut en particulier factoriser grace a la distributivité, partager en deux
sommes ou produits via 1’associativité, etc.

) Propriété 6 :
soit I un ensemble d’indices fini & p > 0 éléments. Soient (x;);er et (yi)ier deux familles

de nombres réels (ou complexes) et soit A € R (ou € C).
Alors

> Z(m#—yi):in—i—Zyi > H(%%)ZH%XH%

i€l il il i€l il i€l
| 2 Z()\.I‘Z) = )\Z.ﬁl > H()\J}z) = )\pH.%‘Z'
el i€l el i€l
Exemples :
10 10
> Z4xk = 42@% : on a factorisé par 4.
k=0 k=0

n
» Soit n € N. ZnZk =
k=1

REMARQUES :

» Il faut bien prendre le temps au sein d’une somme de repérer ce qui dépend de k
et ce qui n’en dépend pas. Factoriser peut alors gagner beaucoup de temps.

> &Pour les produits, le comportement est différent, par exemple :

3 3 3
H(4Z) #4 Hz mais vaut 43 Hz
i=1 i=1

=1

b) "Glissement" d’indice

Le i de la définition peut-étre remplacé par n’importe quelle lettre qui n’est pas déja utilisée,
sans changer le sens de la somme. On dit que ¢ est une variable muette.

n n n n
Ainsi, par exemple g T; = g T = g x;. Par contre, Iécriture E T, N’a aucun sens...
i=1 k=1 =1 n=1
Comme ce qui dépend de i n’est quune fagon de noter, on peut faire des "changements de

variables" par glissement des indices :
4

5
E Tp1=To+...T4 = E x; : ici, tout se passe comme si j =k — 1.
k=1 §j=0



EgMéthode g GLISSEMENT D’INDICE

n
Soit une somme de la forme Z xx dont ont veut faire glisser I'indice d’une quantité a.
k=p
» Premiére étape : on écrit le changement voulu i =k + a

» Deuxiéme étape : on calcule les nouvelles bornes : quand k vaut p (borne du bas),
i vaut p + a, quand k vaut n (borne du haut), ¢ vaut n + a.

» Troisieme étape : on écrit k en fonction de i (k =7 — a) et on remplace.

Cette méthode fonctionne également pour les produits.

Exemples
5

> [Jk-2)

/3 Danger ! UNIQUEMENT DES GLISSEMENTS

Les seuls changements de variables autorisés dans les sommes ou les produits sont les
glissements, c’est a dire des "décalages" du type ¢ = k + a avec a entier relatif.
Des changements du style "i = 2k" sont impossibles.

c) Sommes telescopiques :

Proposition 1 :

Soit (x)ren une suite pour laquelle qu’il existe une suite (ag)ren telle que, pour tout k,
T = Qg1 — Q.
Alors pour tous entiers p,n € N avec p < n, on a

n

n
ka = Zak—H — G = Qn41 — Gp
k=p

k=p

De telles sommes sont appelées sommes telescopiques.

> Preuve

Exemples :

> > (k+1)° -k =
k=1

" 1
> Zln <1+§) —
=1



II Sommes usuelles et formules...

1) Formulaire :

) Propriété 7 :
Soit n € N et soit ¢ € C\ {1}, alors
qn+1 -1

=" (appelée somme géométrique)
q—

> Preuve : On peut les faire par récurrence, ou avec des telescopages (cf TD) N

2) Coefficients binomiaux :

a) Définition :

gf Définition :

Soit k et n deux entiers, n > 0. On appelle coefficient binomial le nombre noté (Z) défini
par
(Z) —0sik<Oouk>n
n n! nn—1)...(n—k+1) .
pr— ey k
(k) R(n — k). K stk [0.n]
Exemple :

b) Propriétés immeédiates

) Propriété 8 :
Soient k et n deux entiers naturels avec k <n

(i) (Z = (n ﬁ k) (propriété dite de "symétrie")

-1
(ii) et pour k > 0, (Z) = Z(Z 1) (propriété appelée "petite formule")

> Preuve :



c) Triangle de Pascal

Proposition 2 : relation triangulaire de Pascal
Soient k et n deux entiers naturels avec k < n alors

(1) () = ()



Exemple :
La relation triangulaire de Pascal permet de calculer facilement les coefficients binomiaux, sans
utiliser la définition, via un tableau appelé "triangle de Pascal" :

3) Geénéralisation des identités remarquables
a) Bindéme de Newton
Proposition 3 : Formule du binéme de Newton.
Soit a et b deux nombres réels. Alors pour tout n > 0, on a :

n

(a+b)" = zn: (Z) akpn—k — Z (Z) ankpk

k=0 k=0

> Preuve



Exemples
> (a+b)?=

> soit z €R: (z+ 1)1 =



b) Identité géométrique

Proposition 4 :
Soit n € N et soient a,b € R (ou € C). Alors

n—1
a—b"=(a—-0) Zakbn_l_k = (a —b)
k=0

exemples :
> ot P =
> 2t 1=



IIT Sommes doubles
1) Définition :
a) Familles a indices doubles

Soient I et J deux ensembles finis. On parle de famille & indice double quand on considére
une famille de nombres (a; ;) avec i € I et j € J.

On note alors (a; ;) j)erx.s cette famille.

En particulier, si m et n deux entiers naturels non nuls et a; ; des nombres (complexes ou réels)
dont les indices i et j sont des entiers tels que 1 <i <m et 1 < j < n, on note cette famille

On peut la représenter dans un tableau :

Ainsi, ¢ est le numero de ligne, j le numero de colonne. On gardera toujours cet ordre 13 en
mathématiques et en informatique.

b) Somme double

Définition :
Soient I et J deux ensembles finis et (a; ;)(; j)erx.s une famille de nombres & indice double.
On note Z a; ; la somme de tous ces nombres.

(5,7)EIxJ

En particulier, si (a; ;) m est une famille de m X n nombres, on note la somme :
n

Exemple :

Considérons la somme E ]

Ll
INIA

RPN
INIA
N

10



Propriété 9 : Sommation par ligne, par colonne
Avec les notations précédentes, on a

Yooa=Y O ay) =Y > ay)

m i=1 j=1 j=1 i=1

> Preuve : Pour tout i € [1,m], on fait la somme des nombres sur la ligne numero ¢ en posant

n m
L; = Zaij' On ajoute ensuite toutes les lignes entre elles : ZLi : cela donne la premiére
j=1 i=1
formule.
m
De méme, on peut sommer sur les colonnes (C; = Zaij)’ puis on additionne tout : c’est la

i=1
deuxiéme formule

Exemple :
>, i
1<i<3
1<j<4

2) Variantes :

a) Sommes triangulaires :
Tout comme les sommes "simples", on peut mettre d’autres conditions sur les sommes doubles.

On parle ainsi de sommes triangulaires pour des sommes de la forme g a;
1<i<j<n

Exemple :

Soit  »  ij

1<i<j<3

11



Comme pour les sommes doubles rectangulaires, on peut décomposer :
Propriété 10 : Sommation par ligne, par colonne
Avec les notations précédentes, on a

n

2. =) D ai) =2 () ay)

1<i<j<n i=1 j=i j=1 i=1

Exemples :

>Zij

1<i<j<3

> ) g2

0<i<j<4

12



b) Et d’autres encore :

Bien str d’autres variantes sont possibles, avec des conditions différentes (ce ne sont plus des
sommes dites triangulaires du coup) :

»Zz’j

0<itj<4

> ) 21y

i+j=4

13
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