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CORRIGE DU DEVOIR MAISON 2 - SfRIES

Exercice 1 n

z
1. Si z = 0 alors tous les termes étant nuls a partir du rang n = 1, la série Z — converge (absolument,
n!

précision utile pour la suite).
Soit maintenant z # 0.

n n+l 1)!
PourtoutneN,ona|| >0 t|Z| [(n+1) = 12 .
n! |27 [n! n+1
Comme lim ﬂ =0< 1, on en déduit par la regle de d’Alembert que la série Z u converge.

n—+oo n, +
Ainsi, la série Z — converge absolument donc converge.
n

On peut donc conclure :

Z?’L
pour tout z € C, la série Z — converge (absolument).
n!

2. Soit (z,2") € C2.

m

Les séries Z Z et Z — convergent absolument d’apres la question 1 donc par produit de Cauchy,
k m—k
la série an ou pour tout n € N, w,, = Z Z—Z—, converge absolument et on a :
f(z)f(zl)_iow _+w1i n! k/nk iolz()kmk +20301(Z+Z) f(Z+ZI)
= n:(]n!kzok!(n_k)! v {1 n=0T

d’apres la formule du binéme de Newton.
Ainsi :

V(2,2") €C, f(z+2) = f(2) f().
af(ﬁ)—12223%:§x"‘1_§ "
s

3.(a) On constate que pour tout = € R*, on

T Zonl S (n+ 1)
* Soit x €]0, 1[.
-1 = n -1
On a & -1= a > 0 comme somme de termes positifs donc & >1
x =(n+1)! x
1
De plus, pour tout n € N, on a (n+ 1) < 1 donc (nx = <z (car x 2 0).

TL
Comme les séries Z(— et Zx (série géométrique avec |x| < 1) convergent, on obtient par

croissance de la somme :

_1 +00 n +00 1
f(i[f) z < an: )
x Z(n+1)! -z
Ainsi :
-1 1
ve o], 1< L1 ¢
T 1-x
* Soit x €] -1,0][.
flx) -1 « |"
-1= n < 0.
On a . 2 1(n+1)‘ nz:l( ) 1] car x <0
La série ) (- 1)”( = |1)| est alternée car pour tout n € N, on a (Jlj Ik



]

(n+1)!

Comme la suite ( ) tend vers 0 (car |z| < 1) et est décroissante (car c’est le produit des suites

(Jx™) et (1) qui sont décroissantes et positives), on obtient par le critere spécial des séries
n !
+0o | |n
alternées que la somme Z -1)" (1)1 est du signe de son premier terme c’est-a-dire négatif.
n=1 n+
-1
Alinsi, & -1<0 donc & <L
x
-1 +00 n +00 n
De méme, on a & - (1 + f) = Z T = Z(—l)” i > 0 par le critere spécial des séries
x 2] ZHn+1) 2 (n+1)!
alternées.
On a donc :

“1
Vxe]—l,O[,1+§§&<l
xXr

f@) -1 f(@) - £(0)

3.(b) On remarque que f(0) =1 donc est le taux d’accroissement de f en 0.

1 1 vy
On a pour tout z €]0,1[, 1 f(x)
x 1 T .
Comme h%l =1, par le théoréme de limite par encadrement, on en déduit que lirg & =1.
=0+ | —x z—0* X
-1
On a pour tout z €] - 1,0[, 1+£<&<1.
x
. T f(z)-1
Comme h%l 1+ 5)= = 1, par le théoréme de limite par encadrement, on en déduit que 11%1 =1.
x—>0~ r—>0~ €T
1
Par propriété des limites a droite et a gauche, on en déduit que hm fz ) =1.
Donc par définition :
la fonction f est dérivable en 0 et vérifie f/(0) = 1.

4.(a) Pour tout h € R* on a en appliquant la question 2 :

flxo+h) = f(xo) _|f(wo)f(R) = f(x0) _ f(h) -1

= =| f(zo) =——
h h h

4.(b) Soit zg € R. Montrons que f est dérivable en xg et qu'on a f'(xqg) = f(x).

_ h) —
On a vu que hm 1 ) =1 d’ou par la question précédente : }Znn f(zo+h) - f(xo) = f(xo).

Ceci prouve que la fonctlon f est dérivable en xy et qu’on a f'(zg) = f(zo).
Ainsi :

’1& fonction f est dérivable sur R et elle vérifie f' = f ‘

4.(c) La fonction f est donc solution sur R de 'équation différentielle linéaire homogene du premier
ordre y’ =y donc il existe A € R tel que pour tout z € R, on a f(z) = \e®.

Comme f(0) =1, on en déduit que A = 1.

Ainsi :

pour tout z € R, on a f(z) = e®.

5.(a) Soit x € R*. On a :

+oo "™ +oo "™ . _ . _ . .
— - -1 & +00 ;n.n-1 +00 ;nn—1 +oo  sm+l.m +00 n,n
g(x) g(O)_i:Zn_o ol _Z.:Zn—l =] _Z,:sz _Z,:sz :Zz x iy i"x
x x x = nl = nl ~(m+1)! H(n+1)!

par le changement d’indice m =n — 1.

o) 9O e

our tout z € R* .
P ’ T (n+1)!

n=1




5.(b) Soit x e R*. On a :

‘MJ B S I | S
x S+ D! Z (n+1)!
De plus, pour tout n € N*, on a 0 < (Z fl)' = ( |i| 1 S |I| puisque (n+1)!'2n!>0 et |z]* > 0.
n ! n !

Comme la série Z % converge (d’apres la question 1), on en déduit par comparaison par inégalité
N

que la série Z m converge absolument.
n+1)!

Par inégalité triangulaire puis croissance, on en déduit alors que :

9(x)—g(0) | |& e | Ko o LR =
AN A = < 1.
v (P Nrewayri AP veyrh Zl nZ - e
On a ainsi prouvé :
Vz e R*, w_igelx\_l.
x

5.(c) Comme lirr(l)(e|x‘ —-1) =0, on en déduit par le théoreme de limite par encadrement que :

L g(@) - g(0)

z—0 x

ce qui signifie par définition que :

la fonction g est dérivable en 0 et ¢’(0) = 4.

6.(a) Soit zp € R. On a pour tout h € R* par la question 2 :

g9(zo+h) —g(xo) _ flimo +ih) = f(ize) _ f(izo)f(ih) - f(izo) _ (« )g(h) -1
h h h S
Or, on a vu que hi%% =i puisque ¢(0) = 1.

g(xo +h) - g(wo)

= 19(20)-
Ceci prouve que la fonction g est dérivable en g et qu’on a ¢'(xo) = ig(xo).
Ainsi :

On en déduit que }}r%

’1a fonction g est dérivable sur R et elle vérifie ¢’ = ig. ‘

6.(b) La fonction g est donc solution sur R de 1'équation différentielle linéaire homogene du premier
ordre y' = iy donc il existe X € C tel que pour tout x € R, on a g(x) = ™.

Comme ¢(0) =1, on en déduit que A = 1.

Ainsi :

pour tout z € R, on a g(x) = f(ix) = ™.

7. Soit z € C. On a par la question 2 :
f(2) = [(Re(2) +ilm(2)) = f(Re(2)) f(ilm(2)).
Comme Re(z)) et Im(z) sont des réels, on obtient par les questions 4.(c) et 6.(b) que :
f(Re(2)) = ef®) et f(ilm(z)) = ™),
Ainsi :
F(2) = eRe@) () =

On a donc prouvé que :

VzeC, f(z):zz—':
n=0 T




Exercice 2
A.1.(a) On a les équivalences suivantes :

Unp

Up ~ VU, < lim — =1
VneN, vp,20 n—>+oo ),
7’ . u
<= VYe>0, IngeN tel que Vn e N vérifiant n >ng, ona |— -1|<¢
Un
Ja u’n
<= Ve>0, dngeN tel que Vn e N vérifiant n >ng, ona —e<—-1<¢
Un

= Ve >0, Ing € N tel que Yn € N vérifiant n > ng, on a —ev, < u, — v, <ev,
VneN, v, >0

<= Ve>0, Ing e N tel que Vn € N vérifiant n > ng, on a v,, — v, < U, < €V, + v,

d’ou I'équivalence :

Uy ~ v, <= Ve>0, Ing e N tel que Vn e N vérifiant n > ng, on a (1 -¢)v, <u, < (1+e)v,

A.1.(b) La série ¥ v, converge par hypothese et la série . u,, converge par comparaison (car u, ~ v,

+00 +00
(Vn)nen est positive et la série Y v, converge) donc pour tout n € N, les sommes Z vy et Z Uy sont
. . k=n k=n
bien définies.

Soit € > 0. Comme on a u, ~ v,, on a par la question a) :
Ing € N tel que Vn € N vérifiant n > ng, on a (1 -¢)v, <u, < (1 +¢)v,.

Soit n € N vérifiant n > ng.
Pour tout k € N vérifiant k> n, on a k > ng donc (1 —¢)vg, < ug < (1 +¢)vy.
En sommant ces inégalités pour k allant de n & +oo (les séries en jeu convergent), on obtient :
+00 +00 +00
(1-e) Y v <Y up<(1+e) ) v
k=n k=n

k=n

D’apres a), on a ainsi établi :

+00 +00
IR
k=n k=n

A.2.(a) Soit n e N*.
Comme f est décroissante sur [n,n + 1], on a pour tout ¢t € [n,n+ 1], f(n+1) < f(t) < f(n).
Par croissance de I'intégrale (f est continue sur [n,n +1]), on en déduit :

n+1

f(n+1):f(n+1)(n+1-n):fn f(n+1)dt<fnmlf(t)dts/:Hf(n)dt:f(n)(nﬂ—n):f(n).

En multipliant par —1 <0, on obtient :

fn) < - fl FO)AE<—f(n+1)

donc en ajoutant f(n), on obtient :

o< i)~ [ F@ar< fn) - fn ).

A.2.(b) La série télescopique ¥,51(f(n) - f(n+1)) est de méme nature de la suite (f(n))mN*.
Or, la suite ( f (n))neN* est décroissante et minorée (par 0 puisque f est positive) donc elle converge.

4



On a donc : .
S Ve )= [T FWat< () - fn+ 1)
N VneN*,f(n)—anf(t)dtzO

* La série anl(f(n) - f(n+ 1)) converge.
Par comparaison, on en déduit :

la série (f(n) fm f(t) dt) converge.

n>1

1
B.1. La fonction f : ¢~ — est définie sur |0, +oo[, continue, positive et décroissante.

1 n+l ]
D’apres A.2., la série Z (— - / %dt) converge. Notons 7 la somme de cette série (v est un réel).
n 1 k+1 f
On a donc lim Z (— - [ —dt)
n—+oo k k

Or, pour tout n € N*, on a :

n 1 k+1 1 1 k+1 1 n+l |
D (— - / —dt) — - Z f -dt=H, - f —dt par la relation de Chasles
o \k k k=1 k k=1

=H, - [1n|t|]n+1 H,-In(n+1)=H,-lnn- ln(1+%).

Comme lim 111(1 + 1) 0, on en déduit que lim (Hn - lnn) = .

n—>+oo n—+oo

On a donc H, —Inn=v+o0(1) d’ou :

H,=Inn+~vy+o(1)

B.2.(a) Par la question précédente, on a u, = o(1) donc la suite (u,)n,s1 converge vers 0.

La série télescopique Z (uy — ugs1) étant de méme nature que la suite (uy,)ns1, on en déduit que :
k>n

la série Z (up — ugy1) converge.
k>n

Par télescopage, on a de plus :

Z(uk = Upy1) = Up — klim U = U,

—+o00

B.2.(b)i. Pour tout n e N*, on a :

Un = Uiy = Hy =1n(n) =5 = Hpq +In(n+1) + 75 = -

n+1
o) (s ln)
=——|1-=+o0o|=])]|+|--—+0|—=
n n n n  2n? n?

1+1+1 1 . (1)
= —— J— —_ —— 40| —
n n? n 2n? n?

Ainsi :

Up = Ups1 ™~ 2




1
B.2.(b)ii. On sait que la série ) — converge (série de Riemann avec 2 > 1) et on souhaite déterminer
Jiill

un équivalent du reste R, Z

- Méthode 1 : On utilise une comparaison série/intégrale.

Soit k € N*. La fonction ¢ = — est continue et décroissante sur ]0,+oo[ donc on a :

12
1 fk+1dt 1
< =<
(E+1)2 " Je  t* k2
Soit (n, N) e N2 avec 2<n < N.

En sommant pour k allant de n—1 a N — 1, on obtient :

N-1 N-1 /k+1 & N
k:zn:1(k?+1)2 kznzl \kznz_lkz'
Or, on a :
N-1 1 N
k:zn:—1 (h+1)? = k;; 7z bar changement d’indice ¢ =k + 1,
N pkde o pNde 1Y 11
Z f 2 ) / 2 - [_Z] - N + -1 par la relation de Chasles.
k=n-1 k n—1 el _
Ainsi, on obtient :
N1 1 1 N-1 1 1
Z_2<__+—< Z S+
L SN R AR oD

1
Comme la série Z — converge, on obtient par passage a la limite N — +oo :

k>n
1 1 1 1 1
R, < — <R, + — - <R, < ——.
n-1 (n-1)2 R | (n-1)2 n-1
1 1 1 1 1 1 1
Comme —1" . et " =12 v (puisque —m =0 (5)), on en déduit par encadrement

que :

z_w

=1
=2 93"

1 1 1 1
- Méthode 2 : On a — - = ~—.
n n+l n(n+l) n?

Pour tout n € N*, on a — >0 et la série > — converge donc d’apres A.1.(b), on a :
n nxl

] L
=k 2 \k k+1)

N
1
Or, par télescopage, on a pour tout (n, N) € (N*)2 avec N > n, Z (E -
k=n

1 1
) =— - donc par

n N+1
passage a la limite (N - +00), on obtient :

On en déduit :

+001 1
LE




B.2.(b)iii. Appliquons le résultat de la question A.1.(b)

On a pour tout n € N*, — >0, u,, — u,41 ~ — et la série Z —— converge.
2n? 2n2 2
nx1

On en déduit que :

+o00 +00 1
’Z;L(Uk —Uk+1) Z 2/<;2

Par la question précédente, on en déduit :

+00 1
Z(Uk - Uk+1) NS
k=n 2n

+o00
B.2.(c) On a vu en B.2.(a) que Z(“k —Upy1) = Uy A0 :
k=n

En reprenant la définition de u,,, on obtient :

1 1
anlnn+7+—+0(—).
2n n

1
3. On pose pour tout n e N*, v, = H, —Inn -~ — 7
n

Comme v,, = 0(%), on a lim v, =0 donc pour tout n € N* la série télescopique Z(Uk — Upt1)

n—+oo k;n
+ 00
converge et on a Z(vk — Upy1) = Up — hm Vg = Up,.
k=n

Déterminons un équivalent de v,, — v,,,1. On a pour tout n € N* :

1 1 1 1 11 1 1 1
Up, — Upsl = — +1n(1+—)——+—:————1+1n(1+_)__
n+1 n) 2n 2(n+1) 2nl+-
11(1 1+1+(1))+(1 1+1+(1)) 1
=———|1-=+—=+0 ——t—+ol|l=|-—
2n n  n2 n? n  2n? 3n3 n3 2n
1 N (1)
=———+0
6m3 n3

L
6n3

Pour tout n € N*, e >0 et la série Y 6% converge donc d’apres la question A.1.(b), on a :
n

On a donc v, — Vpe1 ~ —

+00 1

Z(Uk+1 Uk) Z 6/€3

O déduit L io L
n en déduit v, ~ —= ) —.
6 /= k3
+00
Déterminons un équivalent de 1; =

On pourrait I’'obtenir par comparaison série/intégrale mais on constate que :

1 I (n+1)?-n? 2n +1 2n 2

n?2 (n+1)?  n2(n+1)? _nQ(n+1)2Nn4_$'




1 1(1 1
OH&dODCENé(E—m).

Pour tout n e N*, — >0 et la série 3 n% converge donc d’apres la question A.1.(b), on a :
n

=1 ®=1/(1 1 1
Zk_zi(l@_(kl))%

par télescopage. On en déduit :

ol v, = — ol—=1.
12n2 n?

En reprenant la définition de v,, on obtient :

Un ™ 12n?2

11 1
H, =1 — —).
H?’L+’y+2n 12n2+0( )




