Corrigé du DS 2

Exercice 1 :

1. La suite (ﬁ) est une suite de réels indexée par Z telle que les sous-suites

neL
1 1 : ) .
() men © (Ch(_n)>neN convergent. Par ailleurs ce n’est pas une suite constante. On

a bien trouvé une suite non constante élément de C

2. o C est une partie non vide de E (contient la suite précédente).

e Soit (z,2') € C? et (o, 8) € R% On pose y = az + B2’ et on note x,, !, y, les
termes généraux des suites x,z’,y'.
On a:Vn € Z,y, = ax, + pz,, donc Vn € N,y,, = ax, + Sz}, et Vn € Nyy_,, =
ar_, + px_,,.
Comme les suites (zy,),,cy et (27,),,cy convergent, il en est de méme pour (y,,)
Comme les suites (z_,), oy €t (z,)

(y—n)neN'
Ainsi y € C. Et donc C est stable par combinaison linéaire.

neN’

nen Convergent, il en est de méme pour

Donc par caractérisation des sous-espaces vectoriels, | C est un sous-espace de F ‘

3. Soit = (x,),c4 €C.

La suite (x,), oy converge donc est bornée : il existe A > 0 tel que Vn € N, [z, < A.
De méme, la suite (v_,),y converge donc est bornée : il existe B > 0 tel que
Yn eN,|z_,| < B.

On pose alors C' = max (A, B), et on a : Vn € Z, |z,| < C : la suite x est bornée.

Ainsi ‘ toute suite dans C est bornée‘

4. Soit z = ()
Ainsi :

nez € C. Soit y =T(x) = (Yn) ez On a1 Vn € Z,yp = Tp1 + Tpy1.

e Vn € N* y, = x,_1 + T,41 donc la suite (yn)neN* est la somme des suites
(Tn-1)pene €t (Tni1),en- qui sont extraites de (), .y donc qui convergent. Ainsi
(Yn)pen- et donc, comme la convergence d'une suite ne dépend pas des premiers
termes, (Yn), oy converge.

e De méme (y_,), oy converge

Ainsi y € C.

On en déduit que T est une application de C vers C.

Montrons la linéarité. Soit (x,2') € C? et (a,8) € R2 On pose y = T(x),
y = T(@), z = ar + ', et w = T(z) et v = ay + By’. On doit établir :
T(ax + f2') = oT(z) + BT(2') ie. v = w. On note Tn, T, Yn,Yb, Zns Wn, Uy les
termes généraux des suites x,z’,y,y’, z, w,v. On a, pour tout n € Z :

Un = ayn + By, = @(@p1+api1) + B (T Fap) = (@zao+ Bl _y) +
(aan +ﬂm;+1). Or dans ces derniers termes on reconnait 2z, 1 + Zp41 = Wy

Doncv =w .
Ainsi T est bien une application linéaire de C vers C i.e. ‘ T est un endomorphisme de C

5. ¢ Méthode 1. On a clairement S o .S = idg = id¢. Donc comme ’énoncé nous dit
que S est un endomorphisme de C, on en déduit que S est une symétrie de C et donc
son axe, Ker (S —id¢), et sa direction, Ker (S + id¢), sont supplémentaires dans C

Or on a tout aussi clairement

F={zeCVnelur,=x_p}
={zxe(C;S(z) =2} =Ker(S—ide)

et G = Ker (S + ide),
donc ‘ F et G sont deux sous-espaces supplémentaires dans C ‘

o Méthode 2. On a F' = Ker (S —id¢) et G = Ker (S + idc)
donc ce sont des sous-espaces de C, propres pour I’endomorphisme S, associés a
des valeurs propres différentes : 1 et —1. Donc F' et G sont en somme directe i.e.
F+G=FaaG.
De plus, si z € C, 2’ = % (z+ S(z)) et 2" = 1 (2 — S(z)), on montre aisément
x=xa'+12", 2 € F etz €@, donc tout élément de S s’écrit comme somme d’un
élément de F' et d'un élément de G. Donc comme ce sont des sous-espaces de C, on
aC=F+G.
Ainsi par caractérisation des sous-espaces supplémentaires,

‘F et G sont supplémentaires dans C ‘

6. En reprenant ce qui a été fait dans la méthode 1 dans la question précédente, on
a:
‘ S symétrie d’axe F' et de direction G ‘

7. .

a) SiAeR\{2,—2}.8Soit z € Ker (T — Aid¢). On a: Vn € Z,xp—1 + Tpy1 = Ap.
En particulier :

Vn € N,xpio — ATpyr + 2, = 0 et, en posant (z7,),cn = (T-n)pen, V0 € Nyag, o —
Az, 1 + 2, = 0. On considere donc I’équation caractéristique C de ces suites récur-
rentes linéaires doubles : X2 — AX + 1 = 0 dont le discriminant est A = A2 — 4 donc
est non nul car A est différent de 2 et de —2

e Si A > 0. Alors les racines de C sont réelles, distinctes et de produit 1. Donc 1'une
d’entre elles est de module strictement supérieur a 1 et ’autre est son inverse. On
note r la racine de module strictement supérieur a 1.

D’apres Iexpression des suites récurrentes linéaires doubles, On a ’existence de
4 réels A, B,C, D tels que : Yn € Nz, = Ar™ + T% et ), = Cr™ + T%. Or les

suites (Zn), ey €t (2,),en convergent donc A = 0 = C. De plus 29 = 2z, donc
B = D. Enfin 2} + 1 = Azg donc (A — 2r) B = 0. Or les racines de C sont %
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donc [A—2r| = VA # 0. Ainsi B = D = 0 et donc z est la suite nulle. Donc
Ker (T — Aide) € {0¢}
S’agissant d’un sous-espace, on en déduit que Ker (T'— Aid¢) = {0¢}

e Si A <0. Alors les racines de C sont complexes non réelles et conjugués distinctes
et de produit 1. Donc elles sont de module 1 et on peut les écrire sous la forme e*
et e avec 6 €]0, 27].

D’apres l'expression des suites récurrentes linéaires doubles réelles, On a 'exis-
tence de 4 réels A, B,a,f tels que : Vn € Nyz, = A(cos(nf +«)) et a], =
B (cos(nf 4 3)). Or les suites (), et (27,), oy convergent alors que les suites
(cos(nf + a)),cy et (cos(nd + 3)),cy divergent car 6 n’est pas un multiple de 27
donc A =0 = B. Donc « est la suite nulle. Donc Ker (T — Aid¢) C {0c¢}

S’agissant d’un sous-espace, on en déduit que Ker (T'— Aid¢) = {0¢}

Ainsi si A € R\ {2, -2}, \Ker (T — Mide) = {0¢} \

b) On applique le résultat précédent avec A = 0. On a Ker(T) = {0¢}, donc par
caractérisation de l'injectivité des applications linéaires, | T" est injectif

c) o SiA=2. Soitx € Ker (T —2id¢). Ona:Vn € Z,xp12 — 22p4+1 + 2, = 0. Donc
en généralisant le résultat du cours, comme ’équation caractéristique possede une
solution double : 1, il existe (A4, B) € R? tel que Vn € Z,z, = A + Bn. Comme
(%), ey converge, on a B = 0 et donc z est une suite constante.

Réciproquement, les suites constantes sont clairement dans Ker (T' — 2idc).

Ainsi ‘ Ker (T — 2id¢) est 'ensemble des suites constantes ‘

e Si A= —2. Soit x € Ker (T 4 2id¢). On a : Vn € Z,xp4+2 + 2Cp+1 + 2, = 0. Donc
en généralisant le résultat du cours, comme ’équation caractéristique posséde une
solution double : —1, il existe (4, B) € R? tel que Vn € Z,x,, = (A + Bn)(—1)".
Comme (), est bornée, on a B = 0 et, comme (z,),y converge, on a A =0
donc z est la suite nulle.

Ainsi ‘ Ker (T + 2id¢) = {0c¢} ‘

d) Avec les 3 questions précédentes, on a établi que

’T ne possede qu’'une valeur propre : 2 ‘
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Exercice 2 :

1. f € &£ étant continue sur R, f est intégrable sur tout segment de R. Soit a € R.
Par la relation de Chasles, nous avons d’abord :

a+T a+T

0 T
f(t)dt:/f(t)dt+/0 fOydt+ [ f@yat

T
Ensuite, le changement affine de variable : u = t — T dans la derniére intégrale donne
grace a la T-périodicité de f :

a+T

F(t)dt = /Oaf(u+T) du = /Oaf(u) du = —/aof(t) dt

T

d’ou

a+T T
Va € R, F(t) dt = / F(t)adt
0

a

2. Si f est dérivable sur R et T-périodique, alors : Va € R, f(x +T) = f(x), puis en
dérivant cette égalité par rapport & z, on obtient : Vo € R, f/(x +T) = f'(z) donc
si f est dérivable sur R et T-périodique, alors f’ est T-périodique.

Par contre, si on considere la fonction identique x — x, elle est dérivable sur R,
n’est pas périodique mais sa dérivée est constante sur R donc périodique (pour n’im-
porte quelle période). Par conséquent, la réciproque étudiée est effectivement fausse : si
f est dérivable sur R et si sa dérivée est T-périodique, alors f n’est pas nécessairement
périodique.

3. f est continue sur R donc elle admet au moins une primitive F' sur R, qui est
par définition de classe C' sur R. Nous avons alors, pour tout z € R, U(f)(z) =
F(z) — F(z — 1), donc par différence de composées de fonctions de classe C!,

U(f) est de classe C! sur R et |Vz € R, (U(f))/(:c) = f(x)— flz—-1)|

4. Comme une fonction de classe C! sur R est continue sur R, la question précédente
prouve que U est une application de £ dans lui-méme.

De plus, la linéarité de I'intégration des fonctions continues sur un segment justifie
que U est linéaire :

Y(f,g) €& YAER VzeR
U + 9)(x) -/ () + () dt

e f(t)dt+/z g(t)dt

z—1 -1
=\NU(f) (@) +U(g)(x)

Par conséquent, U est un endomorphisme de &.

5. a) Les fonctions polynomiales étant continues sur R, nous pouvons considérer la
restriction de U a FE,. Pour justifier que U définit un endomorphisme sur E,, il suffit
de montrer que E,, est stable par U. Pour cela, comme B,, est une famille génératrice
de E,, il suffit de montrer que pour tout k € [0;n], U(X*) € E,.

x tk & l‘k+1 B ("E _ 1)k+1 _
1 k+1 k+1

Or pour tout = € R, UX*)(z) = /
k » T
> ()
=\ J kE+1

k: .
. E+1\ (=1)k7 .
t t dit U(X*) = —— X e FE,.
autrement dit U(X") JE_O< i > T €k,

Par conséquent, E,, est stable par U et U induit un endomorphisme U,, sur F,,.

b) Les calculs effectués dans la question précédente nous permettent d’écrire la ma-
trice A,, de U,, dans la base B, :

1 -1 1
2 3 n+1
0 1 -1 (=1)nt
Av=fo 0o 1 —1)ng € Mpi1(R)
o ... ... O 1
plus précisément, les coefficients de A,, sont
0 sil<j<i<n+1
a; i = . -1 Jj—1
N (iﬁl)( ) sil<i<j<n+l
J

c) La matrice A, est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls
donc A,, est inversible et par conséquent,
U, est bijectif.

La matrice A, étant triangulaire, les valeurs propres de U, sont les coefficients
diagonaux de A,,, donc U, posseéde une seule valeur propre : 1, de multiplicité n + 1.
Si U,, était diagonalisable, alors A,, serait semblable & I,,,1 donc égale a I, 11, ce qui
n’est pas le cas, donc U,, n’est pas diagonalisable.

(Autre argument : on pouvait aussi calculer dim Ker(A,, —In11) =n+1—-rg(4, —

6. Si f € Ker(U), alors U(f) est la fonction nulle sur R, d’ou :

1
(i) d’une part, U(f)(1) = 0, c’est-a-dire / f@®)dt=0]|
0
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(ii) et d’autre part, sa dérivée, U(f)’, est aussi la fonction nulle, ainsi
f(z) = f(x —1) =0, ce qui prouve que f est périodique de période 1.

Ve € R,

1
7. Réciproquement, si f € &, périodique de période 1 et telle que / f(t)de
0

0, alors U(f) est la fonction nulle, d’ou U(f) est une fonction constante sur
R telle que U(f)(1) 0 donc U(f) est la fonction nulle, par conséquent,

1
Ker(U) = {f € &, périodique de période 1 et telle que / f®)dt = 0} i
0

8. La fonction ‘ f définie sur R par t — cos(27t) ‘ est continue, 1-périodique et vérifie

[froa=[=5],

donc f est bien une fonction non nulle, élément de Ker(U).

0,

B {sm(%rt)

Sa représentation sur [—1, 2] est :

iariiswiin
RVies

9. La fonction valeur absolue est élément de £ mais elle n’est pas de classe C! sur R
donc elle n’admet pas d’antécédent par U (d’apres 3.), d’out U n’est pas surjectif.

10. Soient a € R* et f, : t € R+ e,
T 1—e @
a) Pour tout z € R, Fy(z) = U(fu)(z) = / e dt 766(”, donc
z—1 a
1—e @
F, ::“‘:i‘*fa'
a

X

e
b) La fonction g : z +— est définie et continue sur R*. De plus, g est prolon-

x
geable par continuité en 0 par g(0) = 1, car il est connu que e* — 1 ~oF
T—

ha(cf) avec h(z) =e"(x — 1)+ 1.

h est alors définie et dérivable sur R avec h/(x) = ze® pour tout € R. Ainsi, h/(z)
est du signe de x, d’ou h est strictement décroissante sur R_ et strictement croissante
sur R, . Comme h(0) = 0, on en déduit que h est positive sur R, et méme strictement
positive sur R*.

De plus, g est dérivable sur R* et ¢'(z) =

Par conséquent, ¢’ est strictement positive sur R* et par continuité de g sur R, g est
strictement croissante sur R. Ensuite, il est immédiat que lim g = 0 et par croissance
— 00

comparée, 1+im g = +00. On obtient donc le tableau :
oo

x —00 0 +00
g@ | + + [ + +
+00
A
g 1
f
0

c) D’apres les résultats obtenus dans la question précédente, g est une bijection de
R sur |0, +oo. Ainsi, pour tout réel A > 0, il existe un réel b tel que A = g(b).

De plus, nous avons vu que si a # 0, alors U(f,) = g(—a)f, donc si b # 0,
U(f-p) = X\.f—p out f_ n’est pas la fonction nulle, donc tout réel A strictement positif
et différent de 1 est valeur propre de U. De plus, nous avons vu que U(1) = 1 (question
5.) d’ot 1 est valeur propre de U.

En conclusion,
tout réel A\ strictement positif est valeur propre de I’endomorphisme U.
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Exercice 3 :

Soit £ lespace vectoriel des suites réelles u = (up)nen telles que : Vn € N,

Un+3 = Unp.
1. Soit ® Iapplication qui & tout élément u de £ associe le triplet (ug,u;,us) de R3.

a) e Pour tout (u,v) € €2, pour tout A € R,

D(Au+ v) = P((Aup, + Un)nen) = (Aug + vo, Aug + v1, Aug + v2)
= Mug, ur, uz) + (vo, v1,v2) = A®(u) + @(v),

donc P est linéaire.
o Il est clair que ® : £ — R3.

x sin=3k
e Pour tout (x,vy, z) € R3, la suite u définie par u,, = { y si n =3k + 1 vérifieu € £
z sin=3k+2

et ®(u) = (z,vy,2), donc P est surjective.
e Enfin, si ®(u) = 0, alors ug = u; = uy = 0, et on peut alors démontrer par récurrence
immédiate que, pour tout n € N,

U3p = U3nt1 = U3nt2 = 0,

donc la suite u est nulle.
Par suite, Ker ® = {0}, donc ® est injective.
o ® est une application linéaire bijective de £ sur R3.

b) Comme ® est un isomorphisme de &€ sur R?, ot R? est de dimension finie, on a £
de dimension finie et dim & = dimR3 = 3.

2. a) @ étant un isomorphisme d’espaces vectoriels, @1 est aussi un isomorphisme.
Par suite, 'image de toute base de R3 par ® ! est une base de £, donc B = (g1, ¢9,63) =
(@~ 1(e1), @ t(ez), P t(e3)) est une base de &.

b) D’aprés la construction d’un antécédent (et donc de l'antécédent car ® est bijec-
tive) faite en question l.a on a :

1 sin=3k 0 sin=3k
€1n =410 sin=3k+1, e,=¢1 sin=3k+1
0 sin=3k+2 0 sin=3k+2
0 sin=3k
€3, =140 sin=3k+1.
1 sin=3k+2

3. a) Pour tout u € £, v = d(u) vérifie :

Vn €N, VUny3=1Upi143 = Uny1 = Un,

doncve . Onadoncd: € — E.
e Pour tout (u,v) € £2, pour tout A € R,

d()\U + 'U) = d((Aun + Un)nEN) = (Aun—l-l + vn+1)n€N
= Mtnt1)nen + (Vnt1)nen = Ad(u) +d(v),

donc d est une application linéaire.
e d est donc bien un endomorphisme de &.

b) On a de fagon évidente d(e2) = &1 et d(e3) = ea.
Posons v = d(e1). Alors, pour tout n € N,

1 sin+1=3k 1 sin=3k+2
Up =€lpt1 =10 sin+1=3k+1=q0 sin=23k )
0 sin+1=3k+2 0 sin=3k+1

donc d(g1) = e3.
On peut aussi ditre que ®(d(e1)) = (€11,€12,€13) = (0,0,1) = ®(e3), donc, comme P
est injective, d(e3) = €1.

Par suite, M = Matg(d) =

= o O
O O =

0
1
0

c) Soitueé.

u est invariant par d < d(u) =u
< Vn e N,Un+1 = Un

& u est constante

Donc : D est ’ensemble des suites constantes.

Exercice 4 :

1. Soit B = (eq, ..
Soit 7 € [1;n], par hypothese :
que f(ei) = Aies.

De méme f(Y e;) € Vect(

i=1 i
n
Z )\61' .
i=1

.,€ep) une base de E.
f(e;) € Vect(e;) et e; # 0, donc il existe \; € K tel

n

NgE

e;), donc il existe A € K tel que f(
1 i

62') =

n

1
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M=

Or par linéarité de f, f(D" e;) = > fle)) = > Mies, Aot
=1 i=1

=1 )

n n
E Aie; = E Aej,
i=1 =1

or B=(e1,...,ey) est une base de E, donc : Vi € [1;n],\; = A.
Donc : Vi € [1;n], f(e;) = Ae; = Aid(e;) et (eq, ..., e,) est une base de E, donc :

[ il existe A € K tel que f = )\idE.]

2. a) Soit f Pendomorphisme canoniquement associé & M. Supposons par ’absurde
qu'il existe A € K tel que f = Aid, donc tr(f) = nA or tr(f) = tr(M) =0, donc A =0
et M =0, d’ou la contradiction. Donc il n’existe pas A € K tel que f = Aid.

Or dans la question 1, on a montré que pour f € L(E) :

Vo € E,Vectx est stable par f = IA € K| f = Aid.

Donc par contraposée, il existe x € E tel que Vectz n’est pas stable par f, donc
f(z) ¢ Vect(z); on fixe z1 un tel z, il ne peut pas étre nul (f(0) = 0 € Vect(0));
donc : (z1, f(x1)) est libre.

Donc :

( il existe x1 € M,, 1(K) tel que (z1, Mxz1) est libre.]

b) La famille (1, Mz) construite ci-dessus est libre, donc d’aprés le théoréme de la
base incomplete, il existe x3, ..., x, tels que (z1,x2,...,2,) est une base de M, 1(K)
(avec xo = Mx1).

Avec f Iendomorphisme canoniquement associé & M, on a f(x1) = x3, donc les
coordonnées de f(x1) dans la base (x1,...,2,) sont : (0,1,0,...,0).

Donc, d’apres les formules de changement de bases, avec P la matrice de passage

de la base canonique & la base (e, ..., e,), P"'MP est la matrice de f dans la base
0

1
(e1,...,en) dont la premiére colonne est : 0

Donc :

[a—y

M est semblable & une matrice dont la premiére colonne est :

3. Montrons par récurrence sur n € N* la propriété H,, : « Toute matrice de M,,(K)
de trace nulle est semblable & une matrice dont tous les coefficients diagonaux sont
nuls. »

Initialisation : H; est clairement vraie puisqu’'une matrice 1 x 1 de trace nulle est
nulle.

Hérédité : Soient n € N* tel que H,, est vraie et M € M, 11(K) de trace nulle.
Si M = 0, M est semblable a elle-méme dont les coefficients diagonaux sont nuls.
Si M # 0 il existe P € GLy4+1(K) telle que

avec L € My ,(K) et N € M,,(K), d’apres la deuxiéme question.

On remarque que tr(N) = tr(P~'MP) = tr(M) = 0. Ainsi, par hypothese de
récurrence, il existe une matrice @ € GL,(K) telle que tous les coefficients dia-
gonaux de Q' N sont nuls.

o (1 0 o 1 0
Soit R = (0 Q) € M, 11(K). R est inversible, d’inverse (O Q1> .

Par ailleurs,

(PR)"'M(PR) =R~

- ()

Ainsi, (PR)"'M(PR) est une matrice semblable & M dont tous les coefficients
diagonaux sont nuls. La propriété est donc démontrée par récurrence.

Montrer que toute matrice de M,,(K) de trace nulle est semblable &
une matrice dont les coefficients diagonaux sont nuls.
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