MPSI & MP2I du lycée Victor Hugo de Besangon,
Année scolaire 2023/2024.

Corrigé du DS n° 2.

Exercice 1 1. Le domaine de définition est R. Soit z € R
On a:

2 sin (2;) = —V/3 < sin (2_:”) _ V3

5

. 2z . ( 7T)
= gsin| — | =sin|——=
5 3

s mod 27 T=—F mod 57
ou 2?90 ) ou r=-—2 mod 5

donc I'ensemble des solutions est {—5% + kb, —5% + k57r‘k € Z} )

2. — Le domaine de définition est D ={z € R, £# 2 mod 7} = {z € R, 2 # 2% mod 3r}.
— Soit 2 € D. Puisque la fonction tangente est strictement croissante sur |—m /2, 7/2[, que tan(r/4) =
1, et que la fonction tangente étant m-périodique, on a

tan(f)>1<:>f<f<f mod
3 153579 m
3 3
<:>Z7T<x<§ mod 3,

et | ’ensemble des solutions est }%’T, 37”[ mod 37| .

Exercice 2 1. Le domaine de définition de I'inéquation est [g, 400 [ (puisque la fonction ¢ — /t est
définie sur Ry). Soit = € [2,+oo[. Alors z — 1,4/3z — 5 € Ryet la fonction t — t? est strictement

croissante sur R, donc :

T—1>2V3r-5<= (2-12232-5<=2"-50+6>0+<= 2] —00,2U[3,+o0],
[2,2] U[3,+o0]

donc I'ensemble des solutions de 'inéquation est [2, +oo[N(] — 00, 2] U [3, +00|)

2. Soit x € R. Comme la fonction t — /f est définie sur Ry, on a :

reD 3r—52>20
T 2=1-V32-520
Autrement dit, le domaine de définition de f est égal a l’ensemble des solutions de l'inéquation

précédente, i.e. :

Dy = Eﬂ} U [3, +00]



3. La fonction t — v/t est dérivable sur R%. donc f est dérivable sur ]2, 2[U]3, +-00] et :

_ 1— 57— _ 2¢/3r —5-3
Wae—1—Br—5 43z —b/e—1—3zx—5

Le dénominateur est clairement positif donc, pour tout x €]2,2[U]3, +oo[, on a :

Va EB,Q[ 13,400, f(x)

2
() >0+ 2v/3z — —3>O<:>\/3:)3—5>g<:)3x—52%<:>x21—2

ol la derniere équivalence vient la stricte croissance de la fonction ¢ — t? sur R, (appliquée aux
nombres positifs v/3z — 5 et 2 ).
En remarquant que 2 < % < 3, on obtient le tableau de variations de f suivant :

|3 2 3 +00
f'(@) -
% +00

(@) T

_l_

4. |11 y a exactement deux solutions‘ . En effet, la fonction f est strictement décroissante et continue sur

I'intervalle [5/3,2], donc f : [5/3,2] — [0,+/2/3] est une bijection. Or, 2/3 € [0,4/2/3], donc il y
a exactement une solution dans [5/3,2]. De méme, il y a exactement une solution dans [3, +oo[. Ces
deux solutions sont distinctes, et f n’étant pas définie sur |2, 3[, on a toutes les solutions.

Exercice 3 1. (a) Soient z,y € R. On a :

22 +y? = 15— 12| = V169 = 13 =9
(x+iy)> =5—12i <= { 2> —y>=Re(5—-12i) =5 — { y¥=4
signe(xy) = signe(Im(5 — 121)) xy <0

donc |les racines carrées de 5 — 127 sont +(3 — 2i7) | .
(b) Le discriminant de 2% — (1 +44)z + 5i — 5 = 0 est (1 + 44)? — 4(5i — 5) = 5 — 121, dont une racine
carrée est 3 — 2¢, donc ‘ les solutions de I’équation sont —1 + 37 et 2 + Z‘ .

2.(a) Ona|—2+42iv3| =2| — 1 +iV3| =4, donc

1 3 -
_2+m:4(_§+i§>:.

(b) Une racine quatrieme de a est donc v/4e”™/% = 1/2¢™/6. Or, les racines quatricmes de I'unité sont

+1, 44, donc |les racines quatriemes de a sont 4+/2e™/6, +4/2¢7/6 | .

Sous forme trigonométrique, on obtient | v/2e™/¢, /2e75/6 (/223 \/2e= /3| |

(¢) i L’équation u®+4u+ 16 = 0 a pour discriminant —3 x 16 = (4iv/3)?, et | ses racines sont a et @

ii. On a, pour z € C,

2 —
28+4Z+16:O<:)>{Z4tiu+16_0 <:)>Z4:CI,OU.Z4ZE,

donc 'ensemble des solutions est | v/2eT7™/6, \/2e®5m/6  \/2et2i/3 \/9eFin/3 |




Exercice 4 1. On doit montrer que si x € R, 1 — iz # 0 : cela découle de Re(1 —iz) = 1 # 0, donc
1—1ix #£0.
2. Soit x € R. Alors
1+
11—z

L N
=2 14 (—2)2

o =|

donc f(x) € U.

Mais si f(x) = —1, alors 1 + iz = —(1 —iz), donc 1 = —1 : contradiction. On a bien f(z) € U\ {—1}.
3. On veut montrer que pour tout u € U \ {—1}, il existe 2 € R tel que g(z) = u.

On fixe u € U \ {—1}, et on résout ’équation u = g(x) d’inconnue € R. On a

i Ol—l—z':L':u(l—z'x) — (u+)z=u—1

u#—1 u—1 1—u
— T = - =1
ilu+1) 14w

u = g(r)

Pour montrer que g est bijective, il reste a montrer que Zi;—g € R. Or, il existe 0§ €] — m, 7| tel que
_ 0
u=-e",et
d1—u 1—e? 0292 —e7/2)  2isin(0/2)
i =1 — = — . = =
I1+u  14e?  e02(e?/2 4+ e-0/2) 2co0s(6/2)
donc pour tout u € U \ {—1}, I'équation u = g(z) admet une et une seule solution x € R, donc

1—
‘g est bijective‘et VuecU\{-1}, g7t (u) =1 “.
14+u

= —tan(f/2) € R,

Probleme - Minimum d’une somme de distances

1. Si z=0o0u 2z’ =0, les deux affirmations sont vraies donc équivalentes. Supposons alors z, z’ £ 0.
— Si par exemple 2/ = Az avec A € R, , alors 22/ = \|z|*> € R,.
— Réciproquement, si Zz' = u € Ry, alors 2 = £ (2 # 0), donc 2’ = #z et # € R,.

2. Les arguments de z et de 2z’ sont bien définis puisqu’ils sont non nuls. Notons 0 et ¢’ des arguments
respectifs de z et de 2'.
Un argument de zz" est 8’ — 0 : Zz' est un réel positif (non nul) si et seulement si 0’ — 0 € 27Z, i.e. z
et 2/ ont mémes arguments.

3. (a) On montre ce résultat par récurrence pour n > 2. C’est I'inégalité triangulaire au rang 2 , et, si on

le suppose vrai au rang n fixé, alors

|21+ - gt <o+ 2] zna] <z o 2] | 2nsa]

par hypothese de récurrence et I'inégalité triangulaire.
Le résultat est donc bien établi.

(b) Le cas d’égalité se traite encore bien par récurrence : il est connu au rang 2 , et, si on le suppose
vrai & un rang n fixé, alors, si z; + -+ + z,41| = |21| + -+ - |2041], on a alors

|21+ 4 Zpa | <20+ 4 zo| F znga] <zl + - F zn] F 2] = |20+ -+ Zoaa ],

donc |z + -+ - + 2| = |z1]|+- - -+ |2,|, donc, par hypothese de récurrence, z;z; € R4 pour tous i, j €
[1,n]. Mais on peut bien entendu refaire la méme chose en remplagant z,41 par z;, i = 1,...,n,
donc Zz;z; € Ry, pour tous 7,5 € [1,n + 1].
Réciproquement, si z;z; € R, pour tous 4, j € [1,n + 1], alors

(1 +F2n)zm = (A + -+ Z0) 21 = 21201+ + Zazn € Ry,

donc |z1 4+ -+ zp41| = |21+ -+ 2u| + |2011] par le cas n = 2. Et ainsi de suite on obtient 1'égalité.



Partie 2

1. Soit z € C. On a:

Pour tout z € C, on a|S(2) = |z1| + -+ + |za| |-

2. D’apres la question 1, S(z) € Ry, et donc d’apres 'inégalité triangulaire généralisée, on a :

1] + -+ |zl = 5(2) = [S(2) = a1 (21 = 2) + -+ + G (20 — 2))|
Slanl [z =2+ + an] [2n = 2]

=lz—2z|+ -+ |z—z].

3. On suppose tout d’abord z différent de tous les z;.
A la question précédente, 'inégalité est une égalité si et seulement si I'inégalité intermédiaire dans
le calcul est une égalité, c’est-a-dire, d’apres 1.3(b), si et seulement si @y (21 — 2),...,a, (2, — 2) ont
mémes arguments (ils sont tous non nuls). Des nombres ayant mémes arguments ont mémes arguments
que leur somme. Or, @1 (21 — 2) + -+ -+ Gy (2, — 2) = 5(2) € R admet 0 pour argument. On a donc
égalité si et seulement si :

VEk € [1,n],a (2 — 2) € Ry.

Comme Z, (zx — 2) = |2x|ax (2 — 2), on a bien 'équivalence demandée.

Lorsque z est égal a un des z;, le méme argument avec un terme en moins donne le méme résultat.

Partie 3

1. (a) Notons, pour tout i € [1,n],u; = gizvz’ et on a

fIN)=lz—2|+ -+ ]z—2z, et f(O)=lz|+-+ |2l

. N, 5 - . ..
La question I1.2 montre que, dans le cas ou @y + - - - + @, = 0, la fonction f admet un minimum

qui est atteint en O.

(b) La question II1.3 montre que f atteint son minimum en N si et seulement si pour tout k € [1,n],
2k (Zk — Z) eR,.
Or, N est sur la demi-droite d’origine M}, passant par O si et seulement s’il existe A € Ry tel que

M.N = AM,0, ou encore si et seulement si z;, — 2 = \zx, ou encore Ze(ze — 2) = Mzl? € Ry, et
donc

f(N) est le minimum si et seulement si N est sur toutes les demi-droites issues de M}, et passant par 1'origine

2.(a) z1,...,2, sont les racines n-iemes de I'unité. On a donc a; = z; pour tout i € [1,n], et z;+- -4z, =
0 (somme des racines n-eme de I'unité). On peut donc appliquer (%) : pour tout z € C,

n< |z — 24+ 4z — 2.




(b) En prenant z = 1, on a pour tout k € [1,n],

|z, — 1] = }eik”/”(eik”/n - e‘“‘”/“)‘ = 2| sin(kn/n)| = 2sin(kw/n)

. k & k
car 0 < kr/n < 7 ), on obtient g < ;sin (%) L’inégalité ;sin <%) < n vient de
sin(x) < 1.
(c) On a, puisque e™/™ # 1 :
n—1 im/n\™ —im/2n
Zeikﬂ/n:(e/)_lz_ 2 :’ie /2
— eim/n _ 1 eiw/2n<ei7r/2n _ e—i7r/2n) sin(ﬁ/2n)’

d’ou, en prenant les parties imaginaires :

k=1

s . , 1 s 2
et d’apres la question précédente on a — < tan <—) < -
n n

Exercice 5 On remarque tout d’abord que cette équation n’a de sens que si m € [—1,1]. On fixe alors
m € [—1,1], et il existe donc un unique a € [0, 7] tel que m = cos(a), et alors /1 —m? = |sin(a)| = sin(«a)
(car sin(a) = 0 si a € [0,7]). L'équation est alors équivalente a

cos(z — a) = 4 cos’(a) — 3 cos(a).

Or, on remarque que

o —ia\ 3 i re —io —3ia
3 3
4cos’(a) = (e —0—26 ) i +2 ¢ _*e = cos(3a) + 3 cos(a),

et donc |4 cos®(a) — 3 cos(a) = cos(3a)|, et 'équation est équivalente & cos(z — ) = cos(3a). La résolution
est alors classique :

r—o=3a mod 2w T =4a mod 27
cos(x —a) = cos(3a) <= < ou & ¢ ou :
r—o=-3a mod 27w r=—2a mod 27

d’ott la conclusion finale : | L’équation admet des solutions si et seulement si m € [—1,1]|. De plus :

si m = cos(a) pour o € [0, 7], 'ensemble des solutions est {4a + 2km; —2a+2knw | k € Z}|.




