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1. Le cours donne les implications suivantes :

Théoreme 15
=

1. [>. fa converge uniformément sur I] [> fu converge normalement sur /]

Proposition 10
[> f, converge uniformément sur I] Pt [> fn converge simplement sur I]

ro

Proposition 14
p

©

[> f, converge absolument sur I] [> f, converge normalement sur /]

i

[Z fn converge absolument sur /] = [Z fn converge simplement sur /]

par le Théoréme 14 du cours SERIES NUMERIQUES en travaillant avec = € I quelconque fixé.

2.(a) Soit n € N. Soit x € R. On a par inégalité triangulaire :

Cos(nx) Sln?():m) < i + i (ne dépend pas de x).

@)l < <ot

1 1
On en déduit que ot am est un majorant de l'ensemble {|f,(x)|,z € R} et | f.||% est le plus petit

majorant de cet ensemble.
1 1

On en déduit que pour tout n e N, 0 < ||fn 1B P

n"

TL
1 1 S
De plus, les séries géométriques Z et z = convergent car 3 <1 et |=| < 1. Par linéarité,
1
on obtient que la série Z on + n converge.

. . iy, ’ . s R
Par comparaison par inégalité, on en déduit que la série Y || f,[5,
Z fn converge normalement sur R.

En utilisant les résultats établis a la question 1, on en déduit que :

converge ce qui signifie que la série

la série Z fn converge normalement sur R

‘donc elle converge aussi uniformément, absolument et simplement sur R.‘

2.(b) Considérons le cas :1: 0.

L .. - ) -
La série Z fn = Z — diverge (série harmonique) donc la série Z fn ne converge pas
n20 n>0 nz1
simplement sur R.

En utilisant les résultats établis a la question 1, on en déduit que :

la série Z fn ne converge pas simplement sur R

‘donc elle ne converge ni absolument, ni uniformément, ni normalement sur R.

3.(a) Soit z €[0,1].
x2+n
2

La série numérique Z fnu(x) est une série alternée car pour tout n € N*, > 0.

n>1 n



2
. T

La suite ( 5
n

On a ainsi prouvé que :

+ ) est une suite décroissante et elle converge vers 0.
neN*

la série de fonctions Z fn converge simplement sur [0, 1].
nxl

3.(b) Soit z € [0,1]. On a pour tout n € N*_ |f,(x)| = _2 " %

La série ;nj converge (série de Riemann avec 2 > 1 et constante multiplicative) mais la série ;%
diverge (gérie harmonique) donc par somme, la série Y |f,(z)| diverge. !
Ainsi : n>l

la série Y. f,(z) ne converge absolument en aucune valeur z de [0, 1].
nxl

3.(c) Soit x € [0,1]. Par le critére spécial des séries alternées (dont les hypotheéses ont été vérifiées
en 3.(a)), on obtient également pour tout n e N :

fr(2)] = e
n+1(T <
+ (n +1)2 n+l (n+1)? n+l

Ry ()] = Z fe(@)| <

k=n+1

(ne dépend pas de x).

1 1
Ainsi, CESAE t est un majorant de ensemble {|R,(x)|,z € [0,1]}.
n n

Comme | R, || 011 o5t 1e plus petit majorant de cet ensemble, on en déduit que pour tout n e N :

1 1
[0,1]
<[ RS 5+ :
(n +1)2 n+1
1 1 P P .
Comme lim =0, on en déduit par le théoreme de limite par encadrement que
n—+oo \ (n + 1)2 n+1
lim | R,|%" =0 ou encore lim |R, - o] = 0 en notant ¢ : 2+ 0.
n—+oo n—>+00
On a ainsi prouvé que la suite des restes (R,,)ney converge uniformément sur [0,1] vers la fonction
p:x = 0.
Ainsi :

la série de fonctions »_ f, converge uniformément sur [0,1].
nzl

4.(a) Soit x €] - 1,1[. La suite géométrique (z"),en converge vers 0 car |z| < 1.
Ainsi :

la suite de fonctions (f,,)nen converge simplement sur | — 1,1 vers la fonction ¢ : z — 0.

4.(b) Soit n € N. On a par définition, | f, — o[l = Sup [fu(z) - @(z)| = Sup |z|".

ze]-1,1] ze]-1,1]

Comme la fonction z ~ |z|" est paire, on a | f, - o™l = Sup 2"
x€[0,1]

Comme la fonction x — z™ est croissante sur [0, 1[, on en déduit que | f,, - <PH1-;1’1[ = liH% x" =1.
On en déduit que lirp I fr — gp||l;1’1[ = hIP 1=1.

Comme la suite (| f, n—@HJ;l’l[)neN ne converge pas vers 0, on en déduit que la suite ( f,,)ney ne converge
pas uniformément sur | - 1, 1[ vers la fonction ¢ : 2 ~ 0 et donc :

la suite (f,,)neny ne converge pas uniformément sur | —1,1].




4.(c) Soit z €] -1,1[. La série Y |f,(z)| = > |z|* converge (série géométrique de raison |z| €] - 1,1[).
On a ainsi prouvé que :

la série de fonctions ) f,, converge absolument sur ] -1, 1[.

5. La suite (v, )ns1 est décroissante et positive donc Vn e N*, 0 < oy, € .
Ainsi :

la suite (v, )ns1 €st bornée.

Soit x € I. On a pour tout n e N* :
0<apz™(1-x) <ara™.
La série Zm" converge (série géométrique de raison x €] - 1,1[).

Par comparaison par inégalité, on en déduit que la série Z fn(x) converge.
On a ainsi prouvé que :

la série de fonctions Z fn converge simplement sur /.

6.(a) Soit n € N*. On a pour tout x € I, |f,(x)| = f.(z) puisque a,z"(1 -x) > 0.
La fonction f, est dérivable sur I et on a pour tout x €1 :

f1(2) = ap(na™* = (n+1)z") = apa™ ' (n—x(n+1)) du signe de n —z(n +1).

n n
La fonction f,, est donc croissante sur [0, —] et décroissante sur [—, 1[.
n+1 n+1

n n n'
On en déduit qu’elle admet sur I un maximum atteint en 1 qui vaut f, (—1) =y,
n+ n+

i (n+ D
1mnsi1
nn
I = ———————————
”fn|oo an(n+1)n+1'
6.(b) Soit n e N*. On a [[fu|L, = ay— = —1_gnln(143)

(n+ 1)1 n+1
1 1 1 ) 1
Comme lim —=0,onaln{l+—]~— donc lim nln{1+—]=1.
n—+oo n L n n n—+oo n
“nIn(1+3) = =1 par continuité de la fonction exponentielle.
Qp

On en déduit que lim e

n—>+oo
Comme e # 0, on a donc e ™™(+3) ~ ¢! et donc | f, |, ~
ne
De plus, pour tout n € N* || f,||% > 0.

. P - a A
Par comparaison, on en déduit que les séries > | f, ], et Y  — sont de méme nature.
nx1 nzl
Ainsi :

la série de fonctions Z fn converge normalement sur [ si et seulement si la série Z — converge.
nx1 nzl

7.(a) Soit z € I. Soit n e N. Soit N e Navec N 2n+ 1.

Comme z #1, on a :
N L pntl _ pN+1
> - T
k=n+1 l-z

Comme z €] — 1, 1[, on obtient par passage a la limite :

too xn+l




7.(b) On suppose que la suite (a, )ney+ converge vers 0.
D’apres la question 5., la série de fonctions Z fn converge simplement sur I. Montrons que la suite
des restes (R, )nen converge uniformément sur I vers la fonction nulle.
Soit x € I. Soit n € N.
La suite (v, )pen+ est décroissante donc pour tout k& > n+1, on a ay, < a1 done comme 2*(1-x) > 0,
on a:

arz®(1 - 1) < aper (1 - )2k,

Soit N € N, N > n+ 1. Par croissance (les séries en jeu sont convergentes), on obtient :
+00 +00
0< R, (z) = Z arz®(1 - 1) < aper (1 - 2) Z 2F = a2 < gy (ne dépend pas de ).
k=n+1 k=n+1
Ainsi, 41 est un majorant de Uensemble {| R, (x)|,z € I}.
Comme ||R,||L, est le plus petit majorant de cet ensemble, on en déduit que pour tout n € N :

0< | Rull%, € e

Comme lim ay,,; =0, on en déduit par le théoréme de limite par encadrement que lim |R,|. =0.
n—>+00

n—>+00

On a donc prouvé que la suite des restes (R,,),en converge uniformément sur I vers la fonction nulle.
Ainsi :

si la suite (o, )neny converge vers 0 alors la série de fonctions Z fn converge uniformément sur 1.

7.(c) On suppose que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur 1.

La suite (ay, )nen+ est décroissante et minorée (par 0) donc elle converge vers un réel ¢ positif et on a
pour tout ke N*, ay > /.

Soit n e N et x € I. On a alors par croissance (les séries en jeu convergent) :

+00 T
Ro(z)= > apa*(1-2)20(1-2) ) aF =tz

k=n+1 k=n+1

On a également R, () < |R,|L (car ¢’est un majorant).

On en déduit que £z < |R,|L (ne dépend pas de z).

Ainsi, |R,||%, est un majorant de 'ensemble {{z"*!, x € I'} donc Sup fz"** < | R,||%.
xel

Or, la fonction x ~ £x™*! est croissante sur I = [0, 1] donc Sup £z"™*! = linll (™ = ¢
zel =

On a donc pour tout n e N, 0 <l < |R,|L.

Comme la suite des restes (R, )ney converge uniformément sur I vers la fonction nulle, on a lim ||R,||%, =0
n—+oo

et on en déduit par passage a la limite que £ = 0.

Ainsi :

si la série de fonctions Z fn converge uniformément sur I alors la suite (ay,),51 converge vers 0.

1
8.(a) Pour tout n € N*, on pose a,, = —.
n

La suite (o, )ns1 est décroissante et positive.

- o 1 - : N : -
La série ) — =" — converge (série de Riemann avec 2 > 1) donc d’apres la question 6.(b), la série
n>1 0 n31
Z fn converge normalement sur /.
nzl

1
Si pour tout n € N*, o = — alors la série de fonctions » converge normalement sur I.
9
n n>1




8.(b) Pour tout n € N*, on pose «,, = 1.
La suite (o, )ns1 est décroissante et positive.

Comme elle ne converge pas vers 0, d’apres 7.(c), la série de fonctions Z fn ne converge pas unifor-
n>1
mément sur 1.

Si pour tout n € N*, =1 alors la série de fonctions Z fn ne converge pas uniformément sur /.
nx1

1
8.(c) On pose a; = — et pour tout n > 2, ay, = —
In2 Inn
La suite (o, )ns1 est décroissante et positive.

Elle converge vers 0 donc d’aprés 7.(b), la série de fonctions Z fn converge uniformément sur I.

Montrons que la série Z Z
nz1 n n>2 n

diverge.

est continue et décroissante sur [2,+oo].
xln(x)
1 1

k+1
Soit k € N avec k > 2. Onaalorsf —dt < ——.
ko tlnt klnk
Soit N e N, N > 3. En sommant pour k allant de 2 & N — 1, on obtient :

La fonction z

Z:: k:lnk mdt_ [In|In¢]y =In(In N) - In(In 2)
d’ott : N 1
275 lnk i+ (I V) ~In(In2).
1 N
Comme NIEPOO (NlnN +In(In N) - In(In 2)) +00, on en déduit que liriloog; g - T par inéga-

lité.
Ainsi, la série Z
nlnn

On en déduit par 6.(b) que la série de fonctions Z fn ne converge pas normalement sur I.
n>1

diverge.

1
Si ap =1 et pour tout n > 2, a,, = — alors la série de fonctions Z fn converge uniformément
nn o]

sur I mais elle ne converge pas normalement sur /.

9.(a) ‘La convergence uniforme n’implique pas la convergence normale. ‘

Contre-exzemple : La série définie a la question 8.(c) converge uniformément sur / mais ne converge
pas normalement sur [.
9.(b) ‘La convergence simple n’implique pas la convergence uniforme. ‘

Contre-exemple : La série définie a la question 8.(b) converge simplement sur I (d’apres la question
5) mais ne converge pas uniformément sur /.

9.(c) ‘La convergence absolue n’implique pas la convergence normale. ‘

Contre-ezemple : La série définie a la question 4 converge absolument sur | - 1,1[ (d’apres 4.(c))
mais ne converge pas normalement sur | -1, 1[ (car elle ne converge pas uniformément d’apres 4.(b)
puisque la suite (f,,)ney ne converge pas uniformément sur | -1, 1[).

9.(d) ‘La convergence simple n’implique pas la convergence absolue. ‘

Contre-exemple : La série définie a la question 3 converge simplement sur [0,1] (d’apres 3.(a)) mais
ne converge pas absolument sur [0, 1] (d’apres 3.(b)).

10. ’La convergence uniforme n’implique pas la convergence absolue. ‘
Contre-exemple : La série définie a la question 3 converge uniformément sur [0,1] (d’apres 3.(c))

5



mais ne converge pas absolument sur [0, 1] (d’apres 3.(b)).

La convergence absolue n’implique pas la convergence uniforme. ‘

Contre-exemple : La série définie a la question 4 converge absolument sur |-1,1[ (d’apres 4.(c)) mais
ne converge pas uniformément sur | - 1,1[ (d’apres 4.(b)).



