Corrigé du DM 4

Deux démonstrations du théoréme de
Cayley-Hamilton

Exercice 1 :

Partie 1 : par trigonalisation

Soit A € M,,(K). On voit A comme une matrice complexe et on note u € £(C")
I’endomorphisme canoniquement associé a A.

1. On sait que : u € L(C™), donc x, € C[X]. Or tout polynéme de C[X] est scindé
dans C[X].

Donc : x, est scindé.

Donc : u est trigonalisable.

Donc :

triangulaire supérieure.

[ il existe une base B = (ey,...,e,) de C" telle que T' = Matp(u) est j

On note Ay,..., A, les coefficients diagonaux de T et pour tout k € [1;n], P, =
k
’.]:[l(X — ).

2. xy = xr =det(XI, —T)
Or X1, — T est triangulaire supérieure, donc :

(i)

3. Par lecture des coefficients de T' = Matg(u) : u(e1) = Are; +0ea+ - - - +0e, = A1e1
Donc : u(e;) — Ae; = 0g

donc : (X — Ap)(u)(e1) = (u — Aid)(e1) = 0p.

De plus : (u — Aid) € L(E), donc :

(V2 € Veet(er), (X = \)(w)(@) = (u— \id)(2) = 0 |

4. Soit k € [1;n — 1], on suppose P(k) : Vz € Vect(eq,...,ex), Pr(u)(z) = 0.
a) Pri1= (X — Net1) Pe

donc : Pyy1(u) = (u — Ag41id) o P(u)

or : d’apres I’hypotheése de récurrence,

Vx € {e1,...,en} C Vect(eq,...,en), Pe(u)(x) = 0g.

Donc :

Vo € {e1,...,en}, Per1(u)(x) = (u — Apg1id) (Pr(z)) = (u — Ae411d)(0g) = Og.

Donc :

[ pour tout = € {e1,...,ex}, Pry1(u)(z) = OJ

b) Pour tout ¢,j € [1;n] avec i < j, on note ¢; ; le coefficient 4, j de la matrice T' (si
i > j le coefficient est nul, si i = j le coefficient est A;). Donc :
u(epr1) =t k161 + - + thpr1€k + Aetr1€rt1

donc : (u — Agy1id)(ex41) = uler41) — Apy1€kt1 = tigp1e1 + - + tppyien €
Vect(eq, ..., ek).
Donc :

( (u - )\k+1id)(€k+1) S Vect(el, cee ,ek). ]

c) On pose z = (u — Agy1id)(ex41), donc d’aprés la question précédente, x €
Vect(eq, ..., ex)

et par hypothese de récurrence, Py (u)(z) = 0g.

De plus : Pyy1 = P X (X — A\g11)

done : Ps1(u)(exs1) = Pelu) o (u = Apid)(eni1) = Pe(w) ((u = Aesaid)(entn) ) =
Pk(u)(x) = OE

Donc :

( Pesi(w)(ers1) = 0. )

d) Prpi(u) € L(E) et V) e [1;k+1], Pey1(u)(e;) = 0g,
Donc :

[ P(k+1):Vx € Vect(eq, ..., ext1), Per1(u)(x) = OJ

5. On a montré par récurrence bornée :

Vk € [1;n],Vz € Vect(ey,...,ex), Pu(u)(x) = 0g,
donc, pour k = n, comme (eq,...,e,) est une base de E, Vx € E, P, (u)(z) =0pg
donc : Pp(u) = Oz(p)-

or : Py = Xu = X1 = XA-
donc, en notant By la base canonique de C™,

xa(A) = Matg, (xa(u)) = Matg, (P,(u)) = Matg, (0z(z)) = On.

Donc :
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par les matrices compagnons

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie (non nulle) et f € L(E).

1. On suppose qu’il existe z € F tel que

B=(x, f(x),...,f" 1(z)) est une base de FE.

a) On pose pour tout k € [1;n — 1], 21, = f*(z).

Pour Vk € [1;n — 2], f(zx) = f(f*(x)) = f*7(2) = 241

pour k =n—1, f(zn_1) € E or B = (z0,...,%,—1) est une base de F, donc il existe
n—1

ag,...,an—1 € K tels que : f(xp,—1) = >, apxk.
k=0

Donc :
0 0 ao

b) Calculer le polynéme caractéristique de f : il faut le refaire, c’est un exemple
dans le cours, mais ce n’est pas un résultat au programme. Donc pas ré-utilisable dans
démo.

¢) idem : on a déterminé dans le chapitre 3 le polynéme minimal d’une matrice com-
pagnon, mais ce n’est pas un résultat du cours (on n’a pas besoin d’un résultat aussi
fort ici).

(@) = (X"~ 3 an X () (@)

n
k

I
—

s |

= f"(z) = ) anft(z)

(]

it
- O

= f"(z) — aRTh

b
Il
=]

=0g

d’apres la premiere question (car f"(x) = f(xp—1)).
Donc :

2. Cas général. Soit = € E un vecteur non nul.
a) Soit K = {j € N* | (z, f(z),..., I~} (z)) est libre }.
L’ensemble K est une partie de N*| on sait que = # 0, donc : (z) est libre. Donc :
1 € K et K est non vide.
De plus : si j > n = dim E, alors la famille (z, f(),..., fi~Y(z)) a j > dim E vecteurs,
elle est donc liée. Donc : K est majoré par n.
Donc : K est une partie non vide et majorée de N*, donc K admet un plus grand
élément k.
Donc : F = (z, f(x),..., fF1(z)) est libre et (z, f(x),..., f*(x)) est liée, donc :
F(F*1(2) = f5(@) € Veot(F).
De plus pour tout j € [0;n — 2], f(f/(z)) = fiT(x) € F.
Donc : par linéarité de f, Vect(F) est stable par f.

Conclusion :

k supérieur a 1 tel que : F = (z, f(x),..., f¥71(z)) est libre et Vect(F)
est stable par f.

b) On sait que F est une famille libre de F, donc d’aprés le théoréme de la base
incompléte, il existe y,...,yn—1 € E tels que B = (zg, ..., Tk—1,Yk,---,kn—1) €st
une base de F.

Comme Vect(F) est stable par f, la matrice de f dans la base B’ est triangulaire par

bloc de la forme : y
B
1\43‘135’(.10) = (() (7)

ot A est la matrice de 'endomorphisme f induit par f sur Vect(F).

c) D’aprés la question 1, appliquée & f sur F = Vect(F), on a Xf(f)(m) =0g.

De plus, f est un endomorphisme induit par f sur un sous-espace stable, donc X7
divise x¢.

Donc : il existe @ € K[X] tel que x5 = Q x X

done : x;(f)(@) = Q) (x5(N@)) = QU (x(DN@) = Q) (Os) = 0.

Donc :

xs(f)(x) = 0.

3. On a montré que pour tout z € EN{0g}, xs(f)(z) =0g,
donc :

xr(f)=0.
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