CORRIGE DS 3
EXERCICE 1

Q]_. V(SL‘l,CCQ) =Ty —I7].
Si il existe i # j et x; = xj alors V (21,22,...,2,) = 0, car il a deux colonnes identiques.
Dans la suite, x1,x2 ..., Z, sont n nombres complexes deux a deux distincts.

Q2. Soit Pt V(x1,29,...,Tpn-1,1).

e Le développement de V (x1,x2,...,x,,t) par rapport a la derniére colonne donne
P(t) = (—1)"+1A17n + (—1)”+2A2,nt + (—1)”+3A3,nt2 + ...+ (—1)”+”An7nt”_1

avec A;, le déterminant obtenu en éliminant la ligne d’indice i et la colonne d’indice n de
V(x1,22,...,2y) , les A; , ne dépendent pas de t. Donc P est une fonction polynomiale de degré
auplusn —1.

Le coefficient de t" 1 est A, ,, = V (21,72, ..., Tn_1)

e Ona P(x;) =0 pour tout ¢ € [1,n—1] , car c¢’est un déterminant avec deux colonnes identiques,

donc le polynome H (X — z;) divise P, si P n’est pas le polynéme nul il est de degré n—1,

1<i<n—1
donc P(X)=C H (X —z;) ,avec C € C.
1<i<n—1

C' est le coefficient du plus haut degré de P donc C =V (x1,x9,...,Tp—-1) .

Ce qui donne pour t =z, V (z1,22...,2,) =V (1,22, ..., Zn_1) H (Tp — ;).

1<i<j<n—1
e Montrons par récurrence que : V (1, x2,...,Tn) = H (xj —x5) .
1<i<j<n
La relation est vraie pour n = 2.0n la suppose pour n .
Soit 1,22 ...,Tn41 sont n 4+ 1 nombres complexes deux a deux distincts , on a

V(zy,22...,2n41) = V(x1,m0,...,25) H (Tpt1 — i)

1<i<j<n
= H (ij — ;). H (Tpy1 — x4)
1<i<j<n 1<i<j<n
= I @)
1<i<j<n+1
d’ou le résultat.
Q3. Soit A = (Z]) 1<i<n , Ol &
1<j<n
1 1 1 1
2 22 23 ... ¢
det A =
n n2 nd n"




On factorise chaque ligne ¢ , donc
1 1 1 1
1 2 22 21
detA = nl
1 n n? nn1
= nlV(1,2,...,n).

car le déterminant d’une matrice est égale au déterminant de sa transposée.

ik
Q4. On prend ay = e ,k € [1,n] .
Les nombres complexes a1, as, ..., a, sont deux a deux distincts et tous non nuls, et

n " ok
Z ai = Z en =0
k=1 k=1

, T deux a deux distincts et tous non nuls, on a donc

Soit n nombre complexes z1, ..

., xy) # 0 et la matrice

% (.’131, ..
1 1 1
X1 €2 T
M =
n—1 n—1 n—1
Ly ) T

est inversible . Le vecteur colonne X = (z1,

Nous avons .
> T
k=1
MX = :
n
&
n n n n
ainsi I'une au moins des sommes Z Tk, Z 3, Z T3 Z x} est non nulle.
k=1 k=1 k=1 k=1



PROBLEME
Partie 1

6. Un exemple -
3 2

> La matrice A = est symétrique réelle donc elle est diagonalisable.
2 3

> On vérifie facilement que : IT? = II; , I13 = I, ainsi II; et II sont des matrices de projecteur.
Il +5Ils = A, II; +1Ip = Iz et II11I, =0

7. w un endomorphisme de E et P et ) deux polynoémes premiers entre eux.
> Soit x € Ker(P(u)) donc P(u)(z) = 0 et (QP) (u) = Q(u) o P(u) donc [(QP) (u)] (z) =
Q(u)(P(u)(z)) = 0 ce qui donne x € Ker[(PQ)(u)] , ainsi Ker(P(u)) C Ker[(PQ)(u)] (de méme,
on a : Ker(Q(u)) C Ker[(PQ)(u)] ).
> On applique le théoréme de Bézout : Il existe A, B € C[X] tels que AP + BQ = 1. Ce qui
donne

Idp = (AP + BQ) (u) = A(u) o P(u) + B(u) 0 Q(u)

Donc si © € ker P(u) Nker Q(u), on a :

z = (A(u)o P(u)) (z) + (B(u) ° Q(u)) (x)

Ainsi ker P(u) Nker Q(u) = {0}.

> Onaker (P x Q) (u) C ker P(u) + ker Q(u) et si x € ker (P x Q) (u), alors :

z = (A(u) o P(u)) (z) + (B(u) o Q(u)) (z).
€ker Q(u) €ker P(u)
En effet, Q(u) (P(u) o A(u)(z)) = (A(u)o (P x Q)(u)) (x) = 0 et P(u)(Q(u) o B(u)(z)) =
(B(u) o (P x Q)(u)) (z) = 0 . Done Ker[(PQ)(u)] = Ker(P(u)) + Ker(Q(u))
Finalement on a montrer : Ker[(PQ)(u)] = Ker(P(u)) ® Ker(Q(u)).

8. Onam, = PlklPQI€2 , P1 et P, sont premiers entre eux,()1 = PQ]€2 et Q2 = Plkl.
Q1 et QY2 sont premiers entre eux, le théoréme de Bézout donne 'existence deux polynoémes R;

et Ry de C[X] tels que R1Q1 + RaQ2 = 1.

s
On a m, = PfIPQkQ...Pmkm et pour tout entier ¢ € {1,2,...,m},Q; = 7P:" il existe des
PR

polynomes de C[X] tels que R1Q1 + RaQ2 + ... + RpnQm = 1.

9. Onam, = PlklPQkQ...Pmkm ,pour tout entier ¢ € {1,2,...,m},Q; = ;—Z i e{l,2,...,m},p; =
’L‘ 1
Ri(u) o Q;(u).



> 11 existe des polyndémes de C[X] tels que R1Q1 + R2oQ2 + ... + Rpn@m = 1 et pour tout
ie{1,2,...,m},pi = Ri(u) o Q;(u) donc

Ri(u)oQi(u) + ...+ Rpn(u) 0 Qm(u) = idg

m
par suite Zpi =1idg|.
i=1

> Soit 4, j des entiers distincts de {1,2,...,m}, on a

piop; = Ri(w)oQi(u)o R;(u) o Qj(u)
= Ry(u) o Rj(u) o Qi(u) o Q;(u)
= (RiRj)(u) o (QiQ;) (u)

t QiQ) = BBl = TR pE

donc annulateur de u d’ou p;op; =0 .

, car Pikinkj divise m, , par suite m, divise @Q;Q); , il est

> Soit ¢ dans {1,2,...,m} , on a

pi = pioidg

m
= Pbi©° ij
j=1

m

= pi+D_piop;
=1
i

orsii#jonap;op; =0 donc p? = p; , et p; est un projecteur .
m
10. On a x, = H (X — X\)™ et pour tout i € {1,2,...,m} , N; = ker(u — N\;jidg)® .
i=1

Les polynomes (X — \;)* sont deux & deux premiers entre eux , le théoréme de décomposition

des noyaux donne

ker x,(u) = @ ker(u — \jidg)®
i=1

d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton on a x,(u) = 0 donc ker x,(u) = E d’ou

11. > La somme Imp; + ...+ Imp,, est directe :
Soit (Y1, ...y Ym) € Impy x ... x Imp,, tels que y1 + ... + yp, = 0, il existe x1, ..., 2, dans F
verifiant y; = p;(x;) pour tout ¢ dans {1,...,m} . Soit 7, j distinct dans {1,...,m} alors

pi(yy) = (piop;) () = 0 et pi(yi) = (pi o pi) (i) = pi(xi) = yi

ce qui donne

pi(y1) + ... +0i(ym) =yi =0



12.

13.

14.

donc (Y1, ..., ym) = (0,...,0) , ce qui prouve que la somme Imp; + ...+ Im p,, est directe

> E=Imp;+...+Imp, :

On almp + ... +Imp, C EF et py + ... + pn = idg donc pour tout x dans E on a & =
pi(x) + ... 4+ pm(z) donc z € Impy + ... + Imp,, par suite £ C Imp; + ... + Imp,, , don
E=Imp +...+Imp,, .

Ainsiona E=Imp; ®...®Imp,

m
D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton on a m, divise x, = H (X — X)) et P'ensemble des
o=l
racines de m, est exactement le spectre de u , donc m, = H (X — /\i)ﬁ tavec 0 < B; <y ,ona
i=1

alors szl = (X — )" , a Dindice pros .

Soit ¢ € {1,2,...,m} et y; = p;(x;) € Imp; , puisque szl divise (X — \;)™ et szl (pi) = mu(u) =
0 alors (X — X\;)* (p;) = 0, par suite y; € N; et Imp; C N; .

D’autre part E=Imp; ... @ Imp,, = N1 & ... S N, donc

dim (Impy) @ ... ® dim (Imp,,) = dim (N7) & ... ® dim (Nyy,)

Supposons qu’il existe ¢ € {1,2,...,m} tel que Im p; # N; donc dim (Im p;) < dim (V;) par suite
dim (Imp;) @ ... ® dim (Im p,,) < dim (N7) @ ... @ dim (Ny,)

ce qui est absurde donc i € {1,2,...,m} on a dim (Imp;) = dim (N;) et Imp; = N; .

Partie 11

u est diagonalisable donc son polynéme minimal est scindé a racines simples, et I’ensemble de

ses racines est exactement le spectre de v d’ou :

m
Ty = H (X —N\)
i=1
. Ty 1
On a, tout entier i € {1,2,...,m},Q; = 2 ou P, = X — \;, et 0; = .
n a , pour tout entier i € { m}, Q; P ou P; i, et 0; Q0w
1
> Avec un peut de détails, la décomposition en éléments simples de — s’écrit :
Ty
1
T i1 X — )\1
es o]
avec a; = = = 6; donc
1y b
(S X -\



> Cette relation donne
m

7Tu — - . .
1:ZQZX—)\Z _i:ZIQZQZ

=1

suivant les notation de Q10 on a pour tout entier i € {1,2,...,m},p; = 0;,Q;(u) = gz((z))
i (Ad
U T
15. On suppose que degm, > 1. Ona 1l = EGZ-X _u)\i donc

X — )\7; wu(x)

1
De la relation — =

Tu 3

m
obtient ZGi =0, dou
i=1

— TLNQi(
X=) 00NQi(X)=)> —F——
; lzzl Qi (M)

Par substitution de X par u on obtient

A, Qiw) KN
U—Z:ZI)\ZQZ()\l)—z:ZIAZPZ

Sidegm, =1 :larelation (x) n’a pas de sens, mais on a m, = X — A et u = A\;.p; avec p; = idg

16. Exemple : on considére la matrice A =

1 -1 -1 1
(a) La matrice A est symétrique réelle donc elle est diagonalisable. Et A% = 41,.

(b) On a A% = 41, donc X2 — 4 est annulateur de A et w4 divise X2 —4 | A n’est pas de la

forme ol donc forcement deg w4 > 2 par suite 74 = X? — 4.

et Q1=X—-2,Q=X+2.

Par suite IT; = 5211((_‘42)) = FA-2L) et = %22((’3)) =1(A+2L).




17.

18.

On trouve

-1 1 1 1
1 111 -1 -1 -1
II;, = *(—A+214):—*
4 41 1 1 -1 4
1 -1 -1 -1
31 1 1
1 3 -1 -1
H2 — Z(A+2I4) - -
1 -1 3 -1
1 -1 -1 3

(c) On a les relations :
> A= MII; + A1l
> II;.IIs =111y =0
> II§ =TI, , 11 = II, pour tout entier naturel k.

On btient pour tout entier naturel k& A¥ = MTI; + M5TI, , donc

AF = 2L 4 (=2)MT = 2 (10 + (~1)MM, ) .

Ainsi pour tout entier naturel k£ on a
A% = 4RI et AP = 4P A

On a C[v] = {P(v) , P € C[X]} , posons my(X) = X% +aq 1 X9 1+ .. +ap .

Soit P € C[X] on effectue la division euclidienne de P par 7, :
P=Qmn,+ R avec degR<d-—1,

par substitution on a

P(v) = Qv) omy(v) + R(v) = R(v),

donc P(v) € vect {idE,v, ...,vd_l} et Clv] C vect {idE, Uy oy vd_l} . Par suite dim C[v] < d.

Si on suppose que dim Clv] < d — 1 alors la famille {idE, v, ...,vd_Q} est liée ainsi il existe un
polynéme annulateur de v de degré inferieur & d—1 ce qui contredit le fait que , m, est annulateur
de degré minimal égal a d .

Donc dim C[v] = d.

On a degm, = m = dim Clu] .

La famille (p1,...,pm) est libre :

Soit (a1, ..., ) dans C™ tels que aip1 + ...+ mpm = 0, on compose par p; , sachant que
piop; =0sii# jetp; op; =p;,on obtient a; =0, ainsi (p1,...,pm) est libre.

(p1,...,pm) est libre de cardinal m donc c’est une base de Clu].



19. Si u non diagonalisable, par axemple nilpotent non nul, alors m, n’est pas a racines simple et

degm, > m , donc la famille (p1, ps, ..., pm) n'est pas génératrice et n’est pas une base de Clu] .

20. On suppose qu’il existe m endomorphismes non nuls f; de F et m complexes Ai, Ao, ..., Ap
m

distincts, tels que pour tout entier naturel g on ait u? = Z A fi
i=1

m m

Donc pour tout polynéme P on a P(u) = Z P()\;)fi, en particulier le polynéme P = H(X—)\i)
i=1 i=1

est annulateur a racines simples , donc u est diagonalisable .



