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PARTIE 1 : EXEMPLES
1. Soit neN. Soit z€R. On a :

1 1

Q—nCn(:c) t o !

1 1 1
= |2—n cos(nzx) + 3 sin(nx)

< < —_—+ —
h * = 2n+3n

Sn(x)

1.
3 sin(nx)

1
o cos(nx)

ne dépend pas de =

11 1 1 1 1"
Alinsi, gt est un majorant de I’ensemble {‘Q—nCn(:c) + 3—nSn(:c) ,T € R} et ‘Q—nCn + 3—nSn
est le plus petit majorant de cet ensemble. ~
1 Lo 1 1

On en déduit que pour tout n € N, 0 < Q—nCn + 3_"Sn < on + 3
Or, les séries géométri Lo toollltllld

r, les séries géométriques Z o © Z 5 convergent car -1 < 3 <1et -1 < 3 <1 donc par
S - - I 1
linéarité, la série numérique Z on + 3 converge.

. . , . 1 1 R

Par comparaison, on en déduit que la série Z 2—nCn + 3_”Sn converge.

Ainsi :

la série trigonométrique ) (Q%C’n + 3%Sn) converge normalement sur R.

2. Soit p e N avec p > 2.

T
On a

p

el n
= — <1 donc la série géométrique Z (—) converge et on a :
p

p
’i"(em)"_ 1 p
n=0 \ P 1- e;w p- e ‘

On a donc en multipliant numérateur et dénominateur par I’expression conjuguée du dénomi-
nateur :

Kem p(p-cos(x) +isin(x))

a0 P (p—cos(@))? +sin®(z)

cos(nx sin(nx
En prenant les parties réelle et imaginaire, on en déduit que les séries Z # et Z M

7 pn
convergent et on a :
i" cos(nr)  p*-pcos(x) ot +Z°:° sin(nr) psin(z)
= pt pP-2pcos(x)+1 =t pP-2pceos(z) +1

Il reste a combiner les résultats pour p=2 et p=3:

4 - 2cos(x) 3sin(x)
= + .
5—4cos(z) 10-6cos(z)

io (i cos(nx) + %sjn(m;))

n=0 A




3. Soit n € N*.

1
On a pour tout x € R,

R T 7T
< —= avec égalité lorsque © = —.

S n 2n

1 1 1
On en déduit —= est le maximum de la fonction = — sin(nr) sur R d’ou |[—=5,|% =

Vn Vn Vn

Comme la série Z — diverge (série de Riemann d’exposant £ > 1), on en déduit que :
n>1 VT

sin(nz)

NG

1
NG

) 1
la série trlgonometrlque Z —Sn ne converge pas normalement sur R.
nz1

4. Soit zeR. On a:

exp(e™) = exp(cosz +isinx) = exp(cosx) exp(isinx) = exp(cos ) (cos(sinz) +isin(sinz))

= exp(cos x) cos(sinz) +iexp(cos ) sin(sinz) .

eR eR

On en déduit que Re(exp(e®)) = ¢(x).

’VL
Or, on sait de plus que pour tout complexe z, la série Z — converge et a pour somme €7,
n20
En appliquant ceci avec z = €®, on obtient :

+o00
eznx

exp(e™) = Z

. el?’LZB . mx
Comme la série Z - converge, la série Z Re | converge et on a :
nx0 % n>0 n:

Re(exp(e™)) = Re(Jio em'm) Z Re(emm) f M.

n=0 n=0 TL'

On a donc pour tout z € R, ¢(z) = Z COS(TW)
n=0 n!
Ainsi :

1
La fonction ¢ est la somme de la série trigonométrique Z C’
n20

PARTIE 2 : PROPRIETES

Une condition suffisante

1. On suppose que les séries Y a, et > b, convergent absolument.
On a pour tout n € N et tout x e R :

la,, cos(nz) + by, sin(nx)| < |a, cos(nx)| + b, sin(nz)| < |a,| + bl
| —
ne dépend pas de =

On en déduit que pour tout n € N, 0 < |a,Cy, + b, Sn|X < |an| + |bal-

Or, les séries ¥ |a,| et Y |b,| convergent donc par linéarité, la série numérique Y. (|a,| +|b.])
converge.

Par comparaison, on en déduit que la série ¥, |a,C,, + b,5,|%, converge.

Ainsi :

si les séries ¥ a, et 3 b, convergent absolument alors la série trigonométrique Y. (a,C,, + b,S,,)
converge normalement sur R.




Une condition nécessaire
2. Si (a,b) =(0,0) alors pour tout z € R, on a |acosz + bsinz| =0 = va? + b2,
On suppose désormais (a,b) # (0,0).
2 2
Comme ( a2“+b2) +( a§+b2) =1, il existe o € [0, 27[ tel que cosp = T ot sing = ﬁ

On a alors pour tout x € R :

lacosz +bsinx| = Va2 + b?|cospcosz + sin psinz| = Va? + b2|cos(p — )| < Va2 + b?

avec égalité lorsque x = ¢.
Ainsi :

le maximum de la fonction = ~ |acosz + bsinz| sur R est Va2 + b2.

3. On suppose que la série ¥ |a,C, + b, S, |5 converge.
D’apres la question précédente, en remarquant que pour n € N* fixé, lorsque z parcourt R
alors nx parcourt R, on a :

Vn e N*, |a,Cp +b,S,||% = M%X|an cos(nz) + by sin(nz)| = /a2 + b2.
xTe

Or, on a pour tout n € N*, 0 < |a,| < /a2 +b2.

Comme la série ¥ /a2 + b2 converge, on en déduit par comparaison que la série ¥ |a,| converge
c’est-a-dire que la série ) a,, converge absolument.

En raisonnant de méme avec b,,, on déduit que :

si la série Y (a,C,, +b,S,) converge normalement sur R alors les séries
Y ay, et Y. b, sont absolument convergentes.

Autres propriétés

4. Pour tout n € N, la fonction a,C,, +b,.5,, est continue sur R.
La série de fonctions Y (a,C, +b,S,) converge normalement et donc uniformément sur R.
On en déduit, par le théoreme de continuité des sommes de séries de fonctions, que la fonction
f est bien définie et continue sur R.
De plus, on a pour tout z € R :

f(x+27) = +Z::Z(ak cos(nx + 2nm) + b sin(nz + 2nm)) = z(an cos(nx) + b, sin(nz)) = f(x)

par 2m-périodicité des fonctions cosinus et sinus. Ainsi :

5. Soit n € N*. On obtient en linéarisant (on peut pour cela passer par les formules d’Euler) :

™ T ] 1 ™
f cos®(nz) d = f —(cos(2nz) +1) dx = [— sin(2nx) + f] =T.
N 2 4n 21

™ -7

Soit (n, k) € N2. Comme la fonction = ~ sin(kx) cos(nx) est impaire, on a :

fwsin(k:v) cos(nzx) dx = 0.

fﬂCOSQ(n$) dx =T et fﬂsin(kx) cos(nz) dr=0




6. Soit neN. On a :

[: f(z)cos(nz) dx = [W +f(ak cos(kx) + by sin(kz)) cos(nz) dx.

T k=0

Pour tout k € N, on pose uy : x — (ay cos(kz) + by sin(kz)) cos(nzx).
On a pour tout n e N :

Vo e R, |up(2)| < |ag cos(kx) + by sin(kz)| < |apCh + bS] % .

ne dépend pas de x

On en déduit que pour tout k € N, 0 < |ug|® < [arCh + bpSk||% .

Comme la série Y [|arCr+bi Sk |5, converge, on en déduit par comparaison que la série Y |ug||%
converge.

Ainsi, la série de fonctions Y u, converge normalement et donc uniformément sur R donc sur
le segment [-7, 7] et pour tout k € N, la fonction uy est continue sur [-m,7].

On peut donc intervertir les symboles intégrale et somme :

+o00

[: f(z)cos(nz) dz =)’ (ak [: cos(kx) cos(nx) dx + by [: sin(kzx) cos(nx)) dx)

k=0

Dans la somme, tous les termes sont nuls sauf celui d’'indice £ = n qui vaut a,m si n # 0
(question précédente et résultat admis) et 2wag si n = 0.
Ainsi :

VneN*, a,(f)=a, et ag(f) = 2ay.

7. On utilise la question précédente avec ag = ag(f)/2, bp = 0 et pour n > 1, a, = a,(f) et
b, = Bn(f). La somme est ici égale & g et on obtient donc :

VneN, a,(f)=an(g) et B.(f)=05.(9)

8. D’apres la question 4., on a g € 65, et f € 62, donc on a g — f € 65,.
De plus, par linéarité de I'intégrale, on a pour tout n e N :

an(g = f) = an(g) —an(f) =0 et Bu(g - f) = Bu(g) - Bu(f) = 0.

Par le résultat admis, on en déduit que g — f est la fonction nulle.
Ainsi :

pour tout réel x, g(z) = f(x).

9. Si f est une fonction paire alors la fonction  — f(z)sin(nz) est impaire et la fonction
x — f(x)cos(nz) est paire.
On en déduit que pour tout n € N :

Bu(f)=0et a,(f) = %/:f(:c) cos(nz) dx.

10. Ci-dessous le graphe de f sur [-3m,37] :
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Comme la fonction f est paire, on a :

pour tout n € N, 5,(f) =0.

On a pour tout n € N* :
2 ™
an(f) == [ 22 cos(nz) dz
m Jo

cos(nz) sont de classe

Une double intégration par parties donne (les fonctions x — 22 et x —

%2 sur [0,7]) :
™ 2 &j ™ ™
/ 22 cos(nz) dw = [M] —z[ xsin(nz) dx
0 o NnJO

n

[ —
=0

- _% ([_%(nx)]z + % '/07r cos(nx) d:z:)

27 cos(nm) L] [M]W

n

n? n n
—_—
=0

Ainsi :

4 4(-1)n

pour tout n € N*, «,(f) = COS(2n7r) - ( 2) _
n n

On a aussi :

2 rr 2
ag(f) = ;/0 2% dx = §7r2.

Comme les séries Y. (o, (f)) et > (Bn(f)) convergent absolument (série de Riemann d’exposant
2 > 1 et série nulle), d’apres la premiere question de la partie II, la série trigonométrique
Y (an(f)Cr+Bn(f)Sy) converge normalement sur R et donc d’apres le résumé apres la question
8.,ona:

S 1)"

cos(nzx).

VreR, f(:L’)——+4Z

7T2 ( )n

11. Pour =0, on a f(0) =02 =0 donc par la question précédente, Y +4 Z 5—=0dou:
= on
+00 (_1)n ~ 7.[.2
“onz 12




12.

13.

2 +oo (_
Pour z =7, on a f(7w) =72 donc par la question précédente, Ty Z ( 2) (-1)" = 7% donc :
n=1 T

On découpe cette somme en isolant les termes d’indice pair et ceux d’indice impair (ce qui est
possible car ces deux séries sont convergentes), on obtient :

*Z":" I *f 1 ++Z°:° 1 1 *Z":" 1 ++z°:° 1
n=1 n2 B n=1 (Qn)Q n=0 (2n + 1)2 B 4 n=1 n2 n=0 (271, + 1)2
On en déduit :
*Z":° 1 ~ 2 172 ~ 2
Z(@n+1)2 6 46 8

Dans I'exemple de la question 10, on a obtenu une série trigonométrique normalement conver-
gente sur R.

Cependant, sa somme f n’est pas dérivable sur R. En effet, f est dérivable a droite et gauche
en m avec pour nombres dérivés 27 (a gauche) et —27 (a droite).

La somme d’une série trigonométrique qui converge normalement sur R n’est pas
nécessairement une fonction dérivable sur R.

On suppose que les séries Y. na, et Y. nb, sont absolument convergentes.
- Pour tout n € N, la fonction a,,C, +b,S,, est de classe €' sur R et on a pour tout z € R :

(a,Cy + b,5,) () = —na, sin(nx) + nb, cos(nx).

- Les séries Y a, et ¥ b, convergent absolument car |a,| = o(nl|a,|) et |b,| = o(n|b,|).
—— ——
>0 >0

On en déduit (question 1 de la partie II) que la série trigonométrique Y (a,C, + b,S,)
converge normalement et donc simplement sur R.
- Les séries Y.(-na,) et Y. nb, convergent absolument donc (question 1 de la partie II) la
série trigonométrique Y (a,C, +b,S5,)" converge normalement et donc uniformément sur R.
On en déduit, par le théoréeme de classe ! des sommes de séries de fonctions, que la fonction
somme de la série trigonométrique ¥.(a,C,, +b,S,) est une fonction de classe €1 sur R et on
peut la dériver terme a terme.

La convergence absolue des séries Y na, et Y nb, est donc une condition suffisante.

On a vu a la question 1.2 que :

X sin(nz)  3sin(x)
3 10-6cos(z)’

VxeR, Z

1

Pour tout n € N, on pose a, =0 et b, = .

Comme les séries Y. na, et Y. nb, convergent absolument (par le critére de d’Alembert pour
n n+13® 1 1\ 1 -

Y. nb, car pour tout n € N*, ) 3m >0 et nl_l)l;noo Sl g, _nEIPoog(lJrﬁ) =3 <1), d’apres la

question précédente, on peut dériver terme a terme. On obtient alors en dérivant 1’égalité

ci-dessus :

X ncos(nr) 3 5cos(x)-3

vre ks Z: 3 2(5-3cos(x))’




