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CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE 3 - Sujet 1

EXERCICE 1 - RESOLUTION D’UNE EQUATION FONCTIONNELLE (extrait CCINP PC 2021)
Partie I - Existence et unicité de la solution du probleme (P)

A. - Existence de la solution
(-D)*
(v +k)?

Q1. Soit x €]0, +oo[. Montrons que la série Z converge.

Mcéthode 1 :
(-1)k 1 1

(x+k)2| " (2 +k)% koroo k2
1
» Pour tout k£ € N*, e > 0.

» Ona

» La série )  — converge (car c’est une série de Riemann avec 2 > 1).

k>1
(=DF

Par comparaison par équivalent, on en déduit que la série Z converge absolument donc

(x+k)?
converge.
M¢éthode 2 : ]
On a pour tout k € N, —k)2 > 0 donc il s’agit d'une série alternée.
+
Soit ke N. Ona 0<z+k<z+k+1 donc par croissance de la fonction carrée sur R, puis décroissance
1 1

de la fonction inverse sur R*, on obtient > .

v (r+k)?2 " (x+k+1)2
On en déduit que la suite | ———— est décroissante.

(x+k)?),

eN

De plus, on a lim =0

k—>+oo (2 + k)2 1y
(x+k)?

On en déduit par le critéere de Leibniz, que la série Z converge.

Ainsi :

la série de fonctions Y, ¢ converge simplement sur |0, +oo.

Q2. Soit x €]0, +oo].
Onap(z+1)+e(x)= io (-1 +§O (-1
7 7 (I+l+k)2 = (x+ k)%
En posant £/ =k +1 dans la premiere somme puis en sortant le premier terme de la deuxieme somme,
on obtient :
(-1t =X (-1)F = (-1)¢ 1 2= (-1 1
1 —.
o+ 1)+ip(r) = Z N Fr A O prrus A O sy el PR O pan

2
k=0 (=1 k=1 o

Ainsi :

1
pour tout x €]0, +oo[, p(z +1) + p(z) = —.
x

Q3. Soit x €]0, +oo].

Comme vu a la question 1. Méthode 2, la suite ( est décroissante et converge vers 0.

o)
(x+k)? ),
1



On en déduit par le théoreme spécial des séries alternées que pour tout n e N :

+00 ( l)k ( 1)”*1 1
Wt (v + k)2 (x+n+1) (x+n+1)2'
Ainsi :
+00 1
tout x €]0, + tout n e N ST T
pour tout x €]0, +oo[, pour tout n € N, k;ﬂ:ﬂ%@k(x) (x+n+1)2

Q4. D’apres 1, la série Z ¢k converge simplement sur |0, +oo[.
k>0

Pour tout n € N et pour tout x €]0,+oo[, on note R,(z) = . ¢x(x).
k=n+1
Montrons que la suite des restes (R, )ney converge uniformément sur ]0, +oo[ vers la fonction nulle.

Soit n € N. Soit x €]0, +oo[. D’apres la question 3., on a :

1 1
Ry (2)] < < +n+1>n+1>0.
BOISTomE S e rrrnrien
—_—

ne dépend pas de =

1 o0 .
Ainsi, e est un majorant de 'ensemble {|R,(x)|, = €]0, +oo[} et || R, ||l2’+ [en est le plus petit.
n
oo 1
On en déduit que pour tout n e N, 0< | R, H 10+ —_—
(n +1)2
1 o
Comme lim ——— =0, on en déduit par le théoréme de limite par encadrement que im IR, H 0+l -,

n—+00 (TZ + ]_)2
Ainsi :

la série de fonctions Y5 ¢k converge uniformément sur |0, +ool.

Q5. Avec la question 2, il ne reste plus qu’a vérifier que lir+n o(x) = 0.

Utilisons le théoreme de la double limite.

» Pour tout k€N, ona lim or(x)=0eR.

» D’apres la question 4, la série de fonctions ., ¢k converge uniformément sur ]0, +oo].
Par le théoreme de la double limite, on en déduit que hm p(x) = Z 0=0.

k=0
Ainsi :

la fonction ¢ est une solution de (P).

B. - Unicité de la solution

Q6. On suppose que f :]0,+co[— R est une solution de (P).

1)k
Soit z €]0, +oo[. Montrons par récurrence que pour tout n € N, f(z) = (=-1)""' f(x +n+1) + Z (( " I)€)
x

Initialisation : Cas n = 0. ( 1y .

Ona (-1)"'f(zx+n+1)+ Z e =—f(z+1)+ - f(z) puisque f vérifie (P).
La propriété est donc vraie au rang n = 0.

Hérédité : Soit n € N. On suppose que f(z) = (-1)""f(z+n+1)+ zn: +1]):)2

Comme f est solution de (P), on a pour tout y €]0,+oo[, f(y) + f(y + 1) =—

1

m—f(m+n+2).

En appliquant ceci avec y =z +n+1>0, on obtient f(z+n+1) =



En utilisant ’hypothese de récurrence, on en déduit que :

1
(x+n+1)2

n (_1)k
—f(a:+n+2))+k=0 T h)?

RIS WE T N

n+1 1)k

= (- 1)"+2f(q:+n+2) Z (m+k)2

f) - <—1)”“(

La propriété est donc vraie au rang n + 1.
Conclusion : On en déduit que la propriété est vraie pour tout n € N.
Ainsi :

_ n+1 S (_1)k
VneN, Vz €]0,+oo[, f(x)=(-1)""'f(z+n+1)+ ng

Q7. On suppose que f :]0,+00[— R est une solution de (P).
Soit z €]0, +oo[. Montrons que f(z) = ¢(z).
k
CU )
o (z+k)?

On a lim (z+n+1)=+oc0 et hm f(y) =0 puisque f est solution de (P), donc par composition,

n—+oo

lim f(z+n+1)=0.

n—+0oo

Comme la suite (( 1)”*1)nEN est bornée, on en déduit que lim (-1)"' f(z+n+1)=0.

e & (D R (-)k . .
D’autre part, par définition, on a lim = = p(x) (série convergente d’apres la
part, p : nﬁm];)(“k)g k;(“k)z () ( verg p

D’apres la question précédente, on a pour tout n e N, f(z) = (-1)""f(z+n+1)+ Z

question 1.).

En faisant tendre n vers +oo dans (*), on en déduit que f(z) = ¢(z).
On a donc prouvé que f = .

Ainsi :

la fonction ¢ est I'unique solution du probleme (P).

Partie II - Etude de la solution du probléme (P)

Q8. » Pour tout k£ € N; la fonction ¢y, est continue sur ]0,+oo[ (car c’est une fraction rationnelle
dont le dénominateur ne s’annule pas sur ]0,+oo[).

» D’apres la question 4, la série de fonctions Y ;5 ¢x converge uniformément sur ]0, +oo].

Par le théoreme de continuité des sommes de séries de fonctions, on en déduit que :

la fonction ¢ est continue sur 0, +oo].

1

Q9. Par la question 2, on a pour tout z €]0, +oo[, p(z) + p(z +1) = — donc z%p(r) =1 -2%p(x +1).
x

Par continuité de la fonction ¢ en 1, on a lim+ o(z+1)=p(1).

ACI

0" 1/2?

Par opérations sur les limites, on en déduit que hm L (1-x 2p(x+1))=1don hm

Ainsi :

1
-0+ 12 .

p(x)

Q10. Pour tout k € N, la fonction ¢y est dérivable sur ]0,+oco[ (d’apres les théorémes généraux) et
on a pour tout x €]0, +oo[ :

2(_1)k+1

A) = (D X () x L (e ) = T



Montrons que la série ;. ¢}, converge normalement sur [e, +oo[.

2
(x+k)3

Soit k € N. La fonction |¢}|: x est décroissante sur [g, +oo[ donc elle admet un maximum

atteint en €, qui vaut

(e +k)3
€+oo _ 2
(5+k)3'
2

(e+k)3 fort oo

On en déduit que |}, ||

2
Or, la série
PN e

sl & = converge puisque 3 > 1).

2 2
converge (car L pour tout k € N*, e > 0 et la série de Riemann

On en déduit que la série Y [}, H =l converge.

k>0
Ainsi :

la série Y450 ¢}, converge normalement [e, +oof.

Q11. » Pour tout k € N, la fonction gy, est de classe € sur ]0, +oo[ (d’apres les théorémes généraux).
» La série Y5 ¢ converge simplement sur |0, +oo[.

» Soit € > 0. Par la question précédente, la série };,q ¢, converge normalement donc uniformément
sur [g, +oo].

Par le théoréme de classe €' des sommes de séries de fonctions, on en déduit que la fonction g ;oo
est de classe €' sur [e,+oo[ et on peut dériver terme a terme sur [e, +oo].

Ceci étant vrai pour tout € > 0 et la classe €' étant une propriété locale, on en déduit que :

la fonction ¢ est de classe €' donc dérivable sur 10, +o00[

k+1

et on a pour tout x €]0, +oo[, ¢’ () = Z ol (z) = Z 2(( jk)?)
Q12. Soit x €]0,+o0[. On a ¢'(x) = Jio 2(=1)*
: , . © P

est décroissante et converge vers 0, on en déduit par le critére spécial

2( 1)k+1
o (z+k)?

Comme la suite (

2
(z+ k)3)

des séries alternées que la somme Z est du signe de son premier terme c’est-a-dire de ;—3

qui est négatif.
On a donc ¢'(z) <0.
On en déduit que :

la fonction ¢ est décroissante sur ]0,+oo].

Q13. Soit x €]1, +oo[.
Par décroissance de la fonction ¢ sur ]0,+oo[, on a p(x+1) < p(x) < p(x —1) et donc :

p(x) + oz +1) <2p(x) <p(r - 1) + p(2).

1 1
Or, par la question 2., on a (x) + p(z +1) = — et p(z - 1) + p(x) = Go12 (puisque x -1 > 0).
x T -
Ainsi :
VE]1+[1<2()< !
x €]l +oof, — <20(7) < ——.
22 (z-1)2
C ! ! déduit drement que 25(z) ~ -
omme ——— ~ — on en déduit par encadrement que 2p(z) ~ —.
(ZL‘ — 1)2 z—>+oo 2’ p q ¥ Z—+oo 2
Ainsi :
1




EXERCICE 2 - APPROXIMATION DE LA RACINE CARREE D’UN REEL POSITIF PAR LA METHODE
DE HERON (extrait CCINP PC 2021)

Partie I - Convergence de la suite (fi)ken

Q14. Soit ke N*. On a :

4x

@) 2) 1

1 ) z? o ?
Z((fk—l(x)) + (fk—l(x))Q ) (fk: 1( ) flc 1($)) 2 0.

On en déduit que (fr(z))? >z donc par croissance de la fonction racine carrée sur R,, on en déduit
que |fr(2)] > Vo et comme fy(z) >0, on obtient :

((fk (@)

»-lklv—‘

(fe(z))? -z = }l (fk—l(iE) + fk%(x))

pour tout k € N*, fi(x) > /x.

Q15. Soit keN, £>2. On a:

) = (fr1())?
Je- 1($) 2fr1(x)
Comme d’apres la question précédente, (fr-1(z))? > x (car k—1€ N*) et fr_1(x) > 0 (résultat admis),

on en déduit que fi(z) - fr_1(z) <O0.
Ainsi :

Ju@) = foa () = ( fia(z)+

la suite (fx(z)) Ly €t décroissante.

Q16. Soit x € R,. La suite (fk(x))keN*
la limite monotone, elle converge vers un réel supérieur ou égal & \/z. On note f(x) ce réel.
Par décalage d’indice, on a également klim fro1(z) = f(x).

—+00

est décroissante et minorée (par \/z) donc par le théoréme de

Par passage a la limite dans I’égalité fi(z) == (fk () + ) on en déduit que :

e
1) =5 (10 55 ) aon G-

Comme f(z) >0, on en déduit que f(z) =+/x.
Ainsi :

la suite (f)reny converge simplement vers la fonction f: R, — R définie par f(z) = \/x pour tout = € R,.

Partie 1I - Majoration de ’erreur

Q17. Pour tout k€N, on a :

O f(“ﬁﬁ)) 2(f’“(‘”) Vi ﬁ+ff(2)) 2(f’“() AL >)_ﬁ=f’“”(x)_ﬁ‘

B VE () )

VkEN7 fk+1(x)_\/52 9 _fk(x) :

Q18. Notons tout d’abord que pour tout k € N*, on a fi(z) —+/r > 0 d’apres la question 14, donc
[fe(@) = V| = fu(2) - V.

Montrons par récurrence que pour tout k € N*| fi(z) — /& <

1+x

5



1 x 1+
Initialisation : Pour k =1 == = .
nitialisation : Pour ,ona fi(x) 2(f0(x)+f0(33)) 5
1+
On a donc fi(z) - x < fi(z) = ST
——

>0

Donc I'inégalité est bien vérifiée pour k = 1.
1+z
Hérédité : Soit k € N*. On suppose que fr(r) — /T < 5

N Si(x) =@
fi() 2

—
>0

Onal-

< 1 donc en multipliant par le réel positif , on obtient par la question 17 :

l+x
2k+1

fk+1(x) - \/5 < fk(l.)Q_ \/E <

par hypothese de récurrence.
L’inégalité est donc vérifiée au rang k + 1.
Par principe de récurrence, on en déduit que :

1l+zx

pour tout k € N* | fp(z) — /7| < T

Q19. Soit a > 0. Soit k € N*. Soit x € [0,a]. On a par la question précédente :

l+zx 1+a
<

ok = 2k
—
ne dépend pas de x

NACHRRVELS

1
On en déduit que "9 st un majorant de 'ensemble {|fr(x) - x|,z € [0,a]}.

ok

Comme | f - f|2% = Sup |fi(x) - /7| est le plus petit des majorants de cet ensemble, on en déduit
z€[0,a]

que pour tout k e N* :

1+a

2k

0< | fi— £ <

i 1l+a
Comme lim
k—o+oo 2k

Jim £ - 1R =0,
Cela signifie que :

=0 (puisque 2 > 1), on en déduit par le théoréme de limite par encadrement que

la suite de fonctions (fx)gey converge uniformément vers la fonction f :z ~ \/x sur [0,a].

EXERCICE 3 - ENDOMORPHISME CYCLIQUE (extrait CCINP PC 2023)

Partie I - Etude d’un premier exemple

Q20. Avec v =(1,0), on a f(v) =(4,1).

La famille (v, f(v)) est une famille libre de R? (car constituée de deux vecteurs non colinéaires), de
cardinal 2 = dim(IR?) donc c’est une base de R2.

On en déduit que :

‘ f est un endomorphisme cyclique de RQ.‘

Q21. Notons € = (e1,€e2) la base canonique de R2.

4 -2

1 1

Le polynome caractéristique de A est x4 = X2 —tr(A)X +det(A) = X2 -5X +6= (X -2)(X -3).

La matrice de f dans la base € est la matrice A =

6



On en déduit que Sp(A) = {2,3}.

Les valeurs propres 2 et 3 sont de multiplicité 1 donc les sous-espaces propres associés sont de
dimension 1 (car la dimension du sous-espace propre est supérieure & 1 et inférieure a la multiplicité
de la valeur propre correspondante).

On constate de plus que la somme des ceefficients sur chaque ligne de A vaut 2 donc A (1) =2 (1)

1 est une famille libre (car constituée d’un vecteur non nul) de E5(A), de cardinal 1 avec
1 =dim(FE5(A)) donc c’est une base de Ey(A).

Ona A-3L= (1 :;) et on constate que (A - 315) (i) = (8)

Ainsi,

2
1] | est une base de F3(A).

Comme A est la matrice de f dans la base €, f a les mémes valeurs propres de A et les sous-espaces
propres sont reliés par les relations vectoriel/matriciel dans la base €. Ainsi :

Ainsi, on prouve de méme que

les valeurs propres de f sont 2 et 3, ((1,1)) est une base de Ey(f) et ((2,1)) est une base de E3(f).

Q22. Posons w = (1,1). On sait par ce qui précede que f(w) = 2w donc la famille (w, f(w)) est liée
et n’est donc pas une base de R2.
Ainsi :

il existe un vecteur w € R? non nul tel que la famille (w, f(w)) ne soit pas une base de R2.

Partie II - Etude d’un deuxiéme exemple

2 -1 1 2 -1 1
Q23.OnaM?2=|-1 2 -1letM+2I3=|-1 2 -1]|donc M? =DM +2I5.
1 -1 2 1 -1 2

Comme M est la matrice de g dans une base de R3, on en déduit que :

‘92 =g+21dR3.‘

Q24. La matrice M est symétrique a ccefficients réels donc ‘M est diagonalisable.

Posons P=X%2-X -2. Ona P(M)=M?-M —2I; =03 donc P est un polynéme annulateur de M.
On en déduit que les valeurs propres de M sont des racines de P.

Comme P = (X +1)(X -2), on a donc Sp(M) c {-1,2}.

Le polynome P est un polynome annulateur de M, scindé a racines simples, ce qui donne une nouvelle
preuve de la diagonalisabilité de M.

Etudions si le réel -1 est une valeur propre de M.

1 -1 1
OnaM+1I3=|-1 1 -1]quiestderangl car Cy=-C, C5=C et Cp #035.
1 -1 1

Comme rg(M + I3) # 3, on en déduit que —1 € SpM et par le théoréme du rang, on a
dim(E_;) =dim(Ker(M +13)) =3-1=2.

Comme M est diagonalisable, son polynome caractéristique est scindé et la multiplicité de chaque
valeur propre est égale a la dimension de son sous-espace propre.

On en déduit que —1 est une valeur propre de multiplicité 2.

Comme s est de degré 3, il y a nécessairement une autre valeur propre donc 2 est aussi une valeur
propre de M.

On en déduit que :

les valeurs propres de M sont —1 et 2.

7



Q25. Soit v € R3.

La famille (v, g(v), g%(v)) est liée car d’apres la question 23, g%(v) = g(v) + 2v.

Il n’existe donc pas de vecteur v de R? tel que la famille (v, g(v), g?(v)) soit une base de R3.
Ainsi :

‘l’endomorphisme g n’est pas cyclique.‘

Partie III - Cas d’'un endomorphisme diagonalisable

Q26. Soit p e N*.

Soit k € [1,n]. Comme vy est un vecteur propre de h associé a la valeur propre A, on a h(vg) = A\gvy.
Par le cours, on sait alors que si P est un polynéme de C[X ], on a P(h)(vx) = P(A\x) k.

En appliquant ceci avec P = XP, on obtient que hP(vy) = AJvy.

Or, comme v = 101 + *++ + U, ON a par linéarité de h? :

hP(v) = agh?(vy) + -+ + a, hP (v,,).

En remplagant par ’égalité obtenue pour h?(vy), ..., hP(v,), on en déduit que :

hP(v) = ag Moy + - + @, A5 (vy,).

o \ Y
Q27. On a #atyz(v) =] ¢ | et par la question 26, pour tout p € [1,n - 1], A atz(h?(v))=|
(7% an)\fl

On en déduit que :

aq Oél>\1 Oél)\?f_l 1 )\1 /\?_1

n-1 n-1

dety(F)=| 02 02 70N g |1 e N
ap QA o ARt 1A, - At

par linéarité du déterminant par rapport a chaque ligne.
On reconnait alors le déterminant de Vandermonde V' (Aq, ..., \,) (éventuellement en transposant si
la définition a été donnée dans l'autre sens, une matrice et sa transposée ayant le méme déterminant).

Comme V(A1,...,A,) = [ (A=), on en déduit le résultat souhaité :

1<i<j<n

detgg(f) =Q1...0p H (/\] - >\z)

1<i<j<n

Q28. » Si h admet n valeurs propres distinctes alors pour tout (i,7) € [1,n] avec i # j, on a A\; # \;
(car tous les sous-espaces propres sont de dimension 1 donc deux vecteurs propres de la famille %
ne peuvent pas étre associés a la méme valeur propre, sinon % serait une famille liée).

On en déduit que ] (A -X;) #0.
1<i<j<n
En prenant par exemple v = vy +-++0,, on a alors par la question précédente detz(.#) = [] (A - N\) #0
1<i<jsn
donc la famille .% est une base de F. ’
On en déduit que I’endomorphisme h est cyclique.
* Si h est cyclique alors il existe v € E tel que la famille .%# soit une base de E et donc vérifiant
det @(ﬂ ) + 0.
On a alors nécessairement [ (A; = A;) # 0 par la question précédente donc pour tout (4, 5) € [1, n]?
1<i<j<n
avec 1 < j, on a Aj # \;. ’
On en déduit que h admet n valeurs propres distinctes.

h est cyclique si et seulement s’il admet n valeurs propres distinctes.




EXERCICE 4 - ETUDE D’UN ENDOMORPHISME SUR UN ESPACE DE POLYNOMES (extrait CCINP
PC 2022)

Partie I - Généralités sur ’application ¢

Q29. Soit P e C,[X].

Par définition, ¢(P) est le reste dans la division euclidienne de AP par B.

C’est donc un polynéme de C[ X ] de degré strictement inférieur au degré de B qui est n + 1.
Ainsi, ¢(P) est un polynéme de C[X] de degré inférieur ou égal a n c’est-a-dire p(P) € C,[X].

Pour tout polynéme P e C,[X], on a p(P) e C,[X].

Q30. On a :
A(Pl +)\P2) =AP1 +/\AP2 = BQl +R1 +)\(BQ2+R2) = B(Ql +)\Q2) +R1 +)\R2.

De plus, comme R; et Ry sont deux éléments de C,[X ], Ry + ARy € C,[ X] (par stabilité de C,[X]
par combinaison linéaire).

En posant @ = Q1 + AQs et R = Ry + ARy, on a donc trouvé un couple (@, R) d’éléments de C[X]
vérifiant :

A(Py + A\Py) = BQ + R avec deg(R) < deg(B).

On en déduit par unicité que :

Q = Q1+ \Q est le quotient et R = Ry + ARy le reste dans la division euclidienne
de A(P, + AP,) par B.

Par définition, ¢(P;) est le reste dans la division euclidienne de AP, par B donc ¢(P;) = Ry,

©(Py) est le reste dans la division euclidienne de AP, par B donc ¢(P;) = Ry

et (P, +\P,) est le reste dans la division euclidienne de A(P; + AP,) par B donc par ce qui précede,
o(Py+ APy) = Ry + ARs.

On a ainsi :

(p(Pl + /\PQ) = R1 + >\R2 = QO(Pl) + >\(,0(P2)

L’application ¢ est donc une application linéaire de C,[X] dans C,[X] (d’apres la question 29))
donc :

¢ est un endomorphisme de C,[X].

Partie II - Etude d’un premier exemple

Q31. Pour établir le résultat souhaité, il suffit de vérifier que :
(1) =2X + X2 o(X) =1+ X + X% et p(X?)=1+2X.

Par définition, ¢(1) est le reste de la division euclidienne de AP = X2 +2X par B= X3+ X?2- X - 1.
Ona X?2+2X =0x B+ X?+2X avec deg(X?+2X) =2<3=deg(B) donc p(1) = X?+2X.

Par définition, ¢(X) est le reste de la division euclidienne de AP = X3+2X? par B= X3+ X?2-X -1.
Ona X3+2X2=1xB+ X2+ X +1 avec deg(X?+ X +1)=2<3=deg(B) donc o(X)=X2+X +1.
Par définition, p(X?) est le reste de la division euclidienne de AP = X4+2X3 par B = X3+ X2-X-1.
Ona X4+2X3=(X+1)xB+2X +1 avec deg(2X +1) =1< 3 =deg(B) donc p(X?)=2X+1.

En écrivant en colonne les coordonnées de ¢(1), ¢(X) et ¢p(X?) dans la base canonique, on en déduit
que :

¢ a pour matrice M = dans la base canonique.

_= N O

1
1
1

SN =




Q32. Calculons le polynome caractéristique de M.
On a par les opérations C < C—C}3 puis L3 < L3+ L; puis développement par rapport a la premiere
colonne :

X -1 -1 X+1 -1 -1 1 -1 -1
xa=det(XL;-M)=|-2 X-1 -2|=| 0 X-1 =2|=(X+1)|0 X-1 -2
-1 -1 X “1-X -1 X 0 -2 X-1

dot xpr=(X+1)((X-1)2-22) = (X +1)(X -3)(X +1) = (X +1)%(X - 3).
On en déduit que Sp(M) = {-1,3}. Déterminons E_,(M) et E3(M).

T
Soit X = Y|E %&1(@).

z

1 1 1\/[/=x 0 r+y+z2=0
(M+13)X=031<=12 2 2||ly]=|0]=1 22+2y+22=0 @{xz—y—z
11 1)\z

0 r+y+z2=0
-y-z -1 -1
On en déduit que E_;(M) = y |, (y,2)eC?=Vect|| 1 ],] 0
z 0 1
Comme 3 est un valeur propre simple, on sait que dim(£5(M)) = 1. 1l suffit donc de trouver un

vecteur non nul de E3(M) pour obtenir une base.

-3 1 1 1
Ona M-3I3=| 2 -2 2 |eton constate que (M —31I3)|2|=03;.
1 1 -3 1
1
On en déduit que || 2] | est une base de E3(M).
1
Ainsi :
-1 -1 1
Sp(M) ={-1,3}, E.;(M)=Vect|| 1 |,| 0 || et E5(M) = Vect||2
0 1 1
-1 -1
Q33. Précisons que la famille 11,10 est une base de E_1(M) car elle est génératrice de
0 1

E_{(M) et libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires.

Comme M est la matrice de ¢ dans la base canonique, on en déduit par les relations vectoriel /matriciel
que Sp(yp) ={-1,3}, (-1+ X, -1+ X?) est une base de E_;(¢) et (1+2X + X?) est une base de E3(¢p).
Comme dim(E_1(p)) + dim(E3(p)) =2+ 1 =3 = dim(Cy[ X]), on en déduit que :

‘l’endomorphisme @ est diagonalisable.‘

On a donc Co[ X ] = E_1(p) ® E5(p). Ainsi, en concaténant les bases de E_1(¢) et E3(y) obtenues,
on obtient que :

(-1+X,-1+ X2 1+2X + X?) est une base de Cy[ X ] formée de vecteurs propres de (.

Q34. Par définition, ¢(1) est le reste de la division euclidienne de AP = a + X +vX? par B = X3.
On a a+ X +79X?2 = 0x B+ a+ X +7X? avec deg(a + fX +vX?) < 2 < 3 = deg(B) donc
o(l)=a+ X +~vX2.

Par définition, ¢(X) est le reste de la division euclidienne de AP = aX + X2+ vX3 par B = X3.
OnaaX+5X%2+yX3 = yx B+aX+X? avec deg(aX +5X?) <2< 3 =deg(B) donc p(X) = aX+5X2.
Par définition, ¢(X?) est le reste de la division euclidienne de AP = «X? + X3 + yX* par B = X3.
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OnaaX?+pX3+7yX4=(6+7X) x B+aX? avec deg(aX?) <2< 3=deg(B) donc p(X?) =aX?.
En écrivant en colonne les coordonnées de ¢(1), ¢(X) et p(X?) dans la base canonique, on en déduit
que :

a 0 0
@ a pour matrice T=| 8 « 0] dans la base canonique.
7 B

Q35. Si le polynéome A est constant alors f = v = 0 donc T = al3. La matrice de ¢ dans la base
canonique étant diagonale, on en déduit que '’endomorphisme ¢ est diagonalisable.

Si 'endomorphisme ¢ est diagonalisable alors la matrice T' est aussi diagonalisable. Ainsi, il existe
P e9Ls(C) et D e #3(C] diagonale telles que "= PDP-!. Comme T et D sont semblables, elles
ont le méme polyndme caractéristique donc yp = x7 = (X —«)? (matrice triangulaire). On en déduit
que nécessairement, D = 3[3 et donc T' = P(al3)P~! = als. Ainsi, =+ =0 et le polynéme A est donc
constant.

On a donc démontré 1’équivalence :

‘l’endomorphisme ¢ est diagonalisable si et seulement si le polynéme A est constant.

Q36. On a d’apres le cours :

sij=k
sig#k.

V(k,j) € [0,n], Li(x;) Z{ é

VPeC,[X], P=) P(z;)L; donc les coordonnées de P dans la base (Lq, ..., Ly,) sont P(zo),..., P(x,).
=0

Q37. Par définition de Q et Ry, on a AL, = BQy + Ry.

En évaluant en x;, on a donc A(x;)Li(z;) = B(z;)Qr(z;) + Re(z;).

1 sijg=k

0 sij+k.

Ainsi, si j # k alors I'égalité devient 0 = 0+ Ry(z;) et si j = k alors elle devient A(xy) =0+ Ry (xy).
D’ou :

Comme z; est une racine de B, on a B(x;) =0 et Ly(z;) =

Rk(l‘j) =0sij+ k et Rk(l‘k) = A(J}k)

Q38. Soit k € [0,n]. Par définition, on a ¢(Ly) = Ry.
Or, comme Ry, € C,[X], on a d’apres la question 36 :

Rk = Z Rk(l’])LJ = Rk(l‘k) Lk + Z Rk(l‘]) Lj = A(Ik)Lk
gl
= Tp 7 =

Ainsi :

o(Ly) = A(zy) L.

Q39. On a pour tout k € [0,n], ¢(Lx) = A(xg)Ly et Ly n’est pas le polynéme nul donc Lj est un
vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A(zy).
On en déduit que (Lo, ..., L,) est une base de C,[X] formée de vecteurs propres de ¢ donc

I'endomorphisme ¢ est diagonalisable et ses valeurs propres sont les complexes A(zy) pour k € [0, n].
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