Lycée Victor Hugo - Besangon

Algébre Chapitre 7 : Polyndmes
Feuille d’exercices

PCSI2 — MATHEMATIQUES 2023-2024

{p Exercice 1 : Echauffement calculatoire
Développer les polynomes suivants :

L X4+ X+ X2+ X +1)(X2-3X +1) 2. (X3 4+X2-X-1)(X?-2X 1)

3. (X2 —4X +1)(X* - X2 4+3X +2)
4. P(Q)et Q(P)avec P=X*+ X +1let Q(X)=X>—1

5 P(X)= (X —1)> zn: kXA
k=1

(‘ Exercice 2 :

Soient a,b,c et d des nombres réels. Montrez qu’il existe un unique polynéome P € Rs[X] vérifiant
P(-1)=a, P'(-1)=0b, P(1) =cet P'(1) =d.

4 Exercice 3 :
On appelle polynéme pair tout polynome P tel que P(—X) = P(X), et polyndéme impair un polynéme
P tel que P(—X) = —P(X).
Montrez que tous les coefficients d’indices impairs d’un polynéme pair sont nuls. Que dire des
coefficients d’'un polynéme impair ?

4 Exercice 4 :
Déterminez le reste de la division euclidienne de A par B dans les cas suivants :
LA=X"-X343X?+ X -let B=X>4+X
A=X"-2X*+Xet B=X -1
A=X"et B=X?—-X —2.
A=X"-3X+1let B=X?>-3X+2.
A=X"et B=X?—-2X +1.

Uk W

& Exercice 5 :
Montrez que les seuls polynoémes périodiques sont les polynémes constants.
@Exercice 6 : Polynémes d’interpolation de Lagrange

Soit n € N et aq, ... a, des scalaires deux a deux distincts et bg, ... b, des scalaires.
On définit pour tout i € [0,n] :

1
jelonngy ISl
1. On considére le cas n = 2 avec ag = 0,a; = 1 et ay = 2. Ecrire les polynomes Lo, L et Lo.
2. On revient au cas général.
Montrer que pour tout (i, k) € [0,n]?, Li(ax) = 6 .

n
3. Soit P = Z b;L;. Montrer que P est 'unique polynome de degré inférieur ou égal & n tel que :
i=0
vk € [[0; n]],P(ak) = by.
4 Exercice 7 :

1. Déterminez les polynomes P tels que P(3X) = P'(X)P"(X)
2. Méme question avec P(X?) = (X2 +1)P(X)



@Exercice 8 :

Soit (Pp)nen une suite de polyndomes définie par récurrence par

1
P0:§
P=X

Vn €N, Pyio(X) =2X P, 1 — X°P,

1. Montrez qu’il existe une suite réelle (ay) telle que P, (X) = a, X™.
2. Calculez P,.

@Exercice 9 :

1. Trouvez tous les polynomes de R[X] tels que Va,y € R, P(x +y) = P(x)P(y)
2. Méme question avec Va,y € R, P(xy) = P(z) + P(y).

3. En déduire que le logarithme et I’exponentielle ne peuvent pas étre des fonctions polynomiales.

(‘Exercice 10 :

Déterminez ’ordre de multiplicité de la racine « dans les polynoémes P suivants :
l.a=2et P(X)=X>-5X*+7X3 - 2X? +4X — 8
2. a=—2et P(X)=X°4+7X"+16X3 +8X? - 16X — 16
3.a=1let P(X)=X*"—-2n+ D)X" 4+ 20+ 1)X" - X

{p Exercice 11 :
Soit n > 1.
1. Montrez que X + 2 divise X* 4+ 3X3 + X2 4+ 4
2. Montrez que pour tout n € N*, (X +1)? divise P = X2 4 9x 2+l 4

3. Montrez que pour tout n > 1, le polynéome n X2 — (n + 2) X" 4 (n 4 2)X — n est divisible
par (X —1)3.

(b Exercice 12 :
Trouver les réels a et b tel que (X — 1)? divise aX? +bX3 + 1.

4\ Exercice 13 :
Montrez que pour tout n € N*, le polynome X2 + X + 1 divise le polynome (X + 1)**+1 4 x7+2,

{p Exercice 14 :
Ecrire la décomposition primaire des polynomes suivants dans C[X] et dans R[X] :

. X?° 4+ X +1 5 X414 3X3 - 14X2%2 122X — 12
2. —3X24+5X +2 (indication 1+ 7 est racine)

3. 2X3+3X%2-3X -2 6. X0+1

4. X* - x%?4+1 7. X9+ X6+ x3 41

(‘Exercice 15 :

Déterminez la décomposition en éléments simples de R[X] des fractions rationnelles suivantes et en
déduire une primitive et les dérivées n-iéme de la fonction associée :

X2 +2X +5 X34 X

LFPX)=mavas 2. F(X)= ——> T4

( ) X2—3X—|—2 ( ) X2—4X_|_3

X2 +1
CF(X) =
PP = G gx 9
X -2 b

4. F(X) = sous la forme F(X) = 24 ¢

X(X —1)? X T x— 1 T xope



