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PROBLEME 1 (NIVEAU 1)

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

Q1. On considere I'équation différentielle linéaire du second ordre en la fonction inconnue y de la
variable réelle x :

(&3): z(z+1)y"(x) + (2e+ 1)y (x) - AA+Dy(x) =0,

1
ou A désigne un parametre réel supérieur ou égal a —= et non entier.

Soit y une fonction de la variable réelle x, admettant un développement en série entiere au

+00
voisinage de 0 avec y(z) = ) a,z”
n=0
a. Montrer que, pour que y soit solution de I’équation (&)), il faut et il suffit que l'on ait
pour tout n e N :
()\ +n+1)(A-n)

b. On suppose que y est une solution non identiquement nulle de (&) ).
Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z apx"

c. Montrer qu’il existe une unique solution de (&)), développable en série entiére sur |- 1,1[
et qui prend la valeur 1 en 0, et que ses ceefficients sont donnés par :

1 n
a=let VneN* a,=—= [[ (A+k).
(n) k=—(n-1)

Q2. Soit ¢ la fonction de la variable réelle x définie par :

™

2 Z
w(yc)z—[2 1+ xsin®tdt.
7w Jo

1)m1 (2n)!
a. Montrer que pour tout u €] —1,1[, on a V1+u= Z (2 ) ] 22( (n)')Qu
n - m(n

b. Montrer que v est développable en série entiere de la variable z sur | - 1,1[ et que I'on a :

Vee]-1,1[, ¥(z)= Z )_nl (2n): (%/;gsin%tdt)x

1 22n(nl)2

c. Pour tout n e N, on pose I, = f * sin2" ¢ dt.
0
2n -1

Montrer que pour tout n > 1, on a [, = L, 1.
Calculer 1.
En déduire I,, pour tout n € N, ainsi que le développement de 1 en série entiere de la

variable x sur | -1, 1][.



PROBLEME 2 (NIVEAU 2)

Notations

R,,[X] désigne I'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal & n a ceefficients réels.

171

(H;)jen désigne la famille de polyndmes définie par Hy =1 et, pour tout j e N*, H; = — [T(X-1).
J* =0

k

Pour (k,n) € N2, on note (Z) le ceefficient binomial k& parmi n. On a (8) =1et n) =0si k>n.

[a,b] désigne I'ensemble des entiers compris entre a et b. Ainsi, [a,b] ={ne€Z|a <n <b}.

A. Une premiére formule

Q1.

Q2.

Q3.

Donner sans démonstration le rayon de convergence et la somme de la série entiere réelle

Z:B”.

n20
En déduire le rayon de convergence et la somme de la série entiere réelle Z nx".

n20

Pour k£ € N, montrer que la série entiere Z ( ):c” admet 1 pour rayon de convergence et que,
nz0

pour tout z €] - 1,1],

0o e
n=0 k B (1_I)k+1'

B. Utilisation d’une famille de polynémes

+00
Pour tout k € N, on note f;:x — Z nkan.
n=0

Q4.

Q5.

Q6.

Q7.

Q8.

Q9

Q10

Q11

Montrer que, pour tout k € N, f; est définie sur | -1, 1[.

Soit k € N. Montrer que (Hy, ..., Hy) est une base de Ri[ X ] et qu’il existe une unique famille

k
(ks - - -, ) dans RF1 telle que X" = Z@k,jHj-
j=0

Pour k € N, donner les valeurs de ay et ag .

Jj=1 /.
Pour tout couple (j,k) € N2 tel que 1< j < k, montrer que oy, j = j* - Z (])ak,i.
i=0

Montrer que, pour tout k € N, il existe un unique polynéme réel P tel que, pour tout x €]-1, 1,

b
fi(z) = % et que ce polynome vérifie la relation

k
Pp=3"ay; XI(1- X )M,

j=0

Montrer que, pour tout k€N, Py = X(1-X)P + (k+1)XPy.
Calculer explicitement P, et Pj.

Déterminer, pour tout k € N, le degré de P ainsi que son coefficient dominant.



1
Q12. Montrer que, pour tout k € N* et pour tout z €]0, 1[, z¥+1 P, (—) = Pu(x).
x

Q13. En déduire, pour tout k € N* et pour tout j € [0, k], un lien entre les ccefficients de degré j et
k+1-7de Pg.

C. Une derniére formule

N s N 2n\ ,
On s’intéresse dans cette sous-partie a la série entiere Z 2" dont on note R le rayon de conver-
n>0 \
gence.

+00 2 1
Q14. Déterminer R et montrer que, pour tout x €] — R, R, Z ( n)x" = =
n=0 \ T —ar

Q15. Montrer que, pour tout x €] - R, R[~{0},

n+1 2

§(2n) xm 1—\/@.

n=0 \ TV

Q16. En déduire que, pour tout z €] - R, R[~\{0},

i" Z”: 1 (2k)(2n - Zk)xn 1 1 1
S k+ 1Nk n-k 20 \\/1 - 4z '
Q17. Montrer que, pour tout n € N,

n
2
k=0

1 (2k)(2n—2k)_1(2n+2)
E+1\k/)\n-k ) 2\n+1)/)



