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DEVOIR MAISON 7 (SERIES ENTIERES)

Corrigé

Probléme 1 : (CCP PC 2005)
Q1.(a) Soit R >0 tel que pour tout x €] — ,y(x) = Z apx".

En tant que somme d’une série entiere, la fonction y est deux fois dérivable sur I'intervalle ouvert de
convergence | — R, R[ et on a pour tout =z €] - R, R[ :

+00 too
y'(z) =) na,z"" et y'(z)=> n(n-1)a,z">
n=1 n=2

On a alors les équivalences suivantes :

y est solution de I'équation (&) sur |- R, R[

<Vre]|-R R[,z(zx+1) Jio n(n-1)a,z" %+ (2z +1) Jrf na,x™ = A(A+1) io apx™ =0
n=2 n=1 n=0
<Vre]-R,R[ 7+z°:° n(n-1)a,x" + Jrzo:o n(n-1)a,z™ ' +2 Jrzo:o na,x" + Jrzo:o na,z" ' = A\ +1) +2<>:<> apx™ =0
n=0
<Vrel-R,R[, Jion(n Da,z™ + Z(n+ Dnay 2™ + 2 Z na,x" + Z n+1)agz™ = A(A+1) Z apz™ =0
n=0 n=0 n=0
<Vre]-R,R[ ,Jrzo:o(n(n ~Day + (n+ 1)nans +2na, + (n+ 1)ag - A(A + 1)a,)z™ =0
n=0
<Vre]-R R[ ,io((n(n +1) = AA+1))a, +(n+ 1)2an+1)x” =0.
n=0

Ce qui est équivalent par unicité des ceefficients du développement en série entiére (puisque R > 0)
a:
(A+n+1)(A-n)
Q-
(n+1)2

VneN, (n(n +1) - A\ + 1))an +(n+1)%a,.1 =0 ou encore Vn e N, a,,; =

(A+n+1)(A=n)

y est solution de (&)) si et seulement si Vn e N, a,,1 = (7 1)? .-
A+n+1)(AN-
1.(b) La fonction y est solution de I’équation (&) ) donc pour tout n € N, a,,,1 = (A+n+D)(A=n) .
(n+1)2

On remarque que si ag = 0 alors pour tout n € N, a,, = 0 (récurrence) donc y est identiquement nulle,

ce qui n’est pas le cas.

(A+n+1)(A-n)
(n+1)2

entier, on montre par récurrence que pour tout n € N, a,, # 0.

Pour tout n e N, on a :

Ainsi, ag # 0 et en remarquant que pour tout n € N,

# 0 puisque A n’est pas un

|@s1] _ (A+n+1)(A-n) n—zdonc lim |
|an| (n+1)2 n? n—+oo|ay,|

=1

Par le critere de d’Alembert pour les séries entieres, on en déduit :

, . N , o1
le rayon de convergence de la série entiere » a,z™ est égal a — = 1.
y n 1




Q1.(c) D’apres Ql1(a), si y est une solution de (&) développable en série entiére alors :

= (A+n+1)(A-n)
= n n U t t € N, n = n-
y(x) 7;)(1 x™ ol pour tout n Uni1 (17 1)?
Si elle vérifie de plus y(0) = 1 alors ag = 1.
oy A+n+1)(A-
Réciproquement, si y est définie par y(x) = Z a,x"™ ou pour tout n € N, a,,1 = ( T(Z N )1() 3 ") n
n=0 n

et ag = 1 alors elle vérifie y(0) = 1 et d’apres Q1(b) (y n’étant pas la fonction nulle), cette série entiere
a pour rayon de convergence R =1 >0, et par les équivalences établies en Q1(a), y est une solution
de (&) sur | -1,1[.

On a ainsi établi qu'’il existe une unique solution de (&)), développable en série entiere sur | —1,1[

qui prend la valeur 1 en 0.
(A+n+1)(A-n)

(n+1)2 n

Ses ceefficients (a,, )neny sont définis par : ag = 1 et pour tout n € N* a,,1 =

o n TTo-0.
ap=(A+1)Ax1= ')QH(/\+1<:)H)\ k).

H(A+ k) I—I(A k).

Montrons par récurrence que pour tout n € N*, a,, =

(A+0+1)(\- 0)
(O+1)2

Initialisation : Pour n =1, on a a; =

Hérédité : Soit n € N*. On suppose que a,, =

|)2

On a alors :

_()\+n+1)()\—n)a :(/\+n+1)(/\—n) 1 N n+1 X
(pi1 = (n+1)2 n (n+1)2 (|)21j[1)‘ k) H()‘ k)= (( 1)')2 H(A k)H()\ k).
Ainsi :

Il existe une unique solution, développable en série entiere sur | -1, 1[ qui prend la valeur 1 en 0.
1 n
[T (+h).

(nl )2 k=—(n-1)

Ses coefficients (ay, )nen sont définis par : ag = 1 et pour tout n € N*, a,, =

Q2.(a) D’apres le cours, on a pour tout u €] —1,1] :

Vitu=(1+u)?=1+ f
SEIE 3)...

o 1( 1113, (20— 1)

nzl (2n - D)2l

o (-D)"123.. (2n-1)(20)
1+Z 2n—1 2124, (2n)

BRI Dk CIO L

_1+; 2n—1 22n(p |)

Comme le terme pour n =0 vaut bien 1, on en déduit que :

pour tout u €] —1,1[, on a V1+u = Z (25)1111 22(712(71):)

Q2.(b) Soit z €] -1,1][.
On a pour tout ¢ € [0, 2], |zsin®(¢)| < |z| < 1 donc asin®(t) €] - 1, 1[ donc par la question précédente :

o (Z1)n1 (2n)!
V1 + xsin® =Z( ) (2n) 2x"sirl2"t.

=0 2n -1 22n (n‘)
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(=Dt (2n)!
2n =1 22 (nl)’
Pour tout n € N, la fonction f, est continue sur [0, 5].

Montrons que la série de fonctions ) f, converge normalement sur [0, 5].
Soit n € N. On a pour tout ¢ € [0,7] :

" sin®" t.

Pour tout n € N, on note f,, la fonction ¢ —

-1)»1  (2n)! 1 2n)!
(1) (2n) Sx"sin®" ¢ < (2n) s|z[" (ne dépend pas de t).
2n—1 220 (p!) 2n —122n (pl)
o (2n)! . . [0,2] . .
Ainsi, 5|z[™ est un majorant de {|f,(t)[,£ € [0, 5]} et | fufo > est le plus petit majorant
2n —122n (nl)

de cet ensemble donc :
1 (2n)!

— 1227 (n!)

[0,3]
0< [ falleo®” €
TACRE

gl

1 (2n)!
— 1220 (n1)?
enticre de somme —\/1——|x| avec |z|€] - 1,1[.

On en déduit par comparaison que la série Y. | f, | N converge.

™

Ainsi, la série de fonctions Z [n converge uniformément sur [0, 5] et on peut donc intégrer terme a

La série numérique Z 5 |z|" converge par ce qui précede puisqu’on reconnait la série

terme :

Kz (-t o(2 Dt (2n)! (2 3
¢(m)=zz G, (2n)! ST stntdt—Z( ) (2n) 2(—/QSin2”tdt)x”
mihJo 2n-1 22n (n ) = 2n-1 22n (pl)” \ 7 Jo

Ainsi :

la fonction v est développable en série entiere et pour tout x €] - 1,1[, ¥ (x) = Z ~

2n -1 220 (pl)* ™

D @2n)! 2,

n

n

Q2.(c) Soit n € N*.
Les fonctions ¢ ~ sin®* "¢ et ¢ + — cost sont de classe ¢ sur [0, 7] et on a par intégration par parties :

s

I,= f()z sin®"(¢) sin(t) dt = [sin®*(t) x (- cos(t))] O% f (2n - 1) sin®2(¢) cos(t) x (- cos(t)) dt
=0+ (2n-1) f02 sin®*2(t)(1 - sin®(t)) dt

=(2n-1) ([03 sin? D (1) dt - /Og sin®"(t) dt)
(2n-1)(I,-1 - I,).

On a donc 2nl, = (2n—1)1,.

Ainsi :
2n -1
pour tout n e N*, [, = o 1,1
2n
On a
I() = f§ 1 dt = E
0 2
, - (2n)!
Montrons par récurrence que pour tout n e N*, [, = Ww.

(2x0)! —E:]O.

Initialisation : Pour n =0, on a —22X0+1(0!)27T D)




ST 2n)! o2n +2)!
Heérédité : Soit n e N tel que I, = 2%&1—(;')27?. Montrons que [, = 22”+(3((n +)1)!)27r
2n+1
Ona [, = %In d’apres ce qui précede donc en utilisant I’hypothese de récurrence, on obtient :
n
2n+1  (2n)! (2n +1)! 2n+2)(2n+1)! (2n +2)!
n = m = m = = T
T2 22n+1(nl)2 2(n+1)227+1(n!)? 22(n + 1)222n+1(n!)? 22+3((n+1)!)2
Conclusion :
_ (2n)!
Pour tout n € N, In = W’ﬂ'.
Par suite :

pour tout z €] - 1,1[, ¥(x) = Z

<1>n1( (2n)! )

2n-1 22”(71!)2

Probléme 2 : (Centrale PC 2023)

Q1. La série entiere Z ™ est la série géométrique. D’apres le cours :
n20

+ 00 1
R(Z x") =1 et pour tout z €] -1, 1], Z:U" =T
n=0 -

Q2. Par le cours, on a :

1
Notons S :xz+—» ——.

Par dérivation terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence, on obtient :

1

Vee]-1,1[ Zn:ﬂ S'(x)zm.

On en déduit que :
Vxe —11 an —0+an —xan 1. __ %

Ainsi :

+00
R(Z na:”) =1 et pour tout x €] -1, 1], an” -

nz0

Q3. Soit ke N. On a :

n n! n!
R "|=R[Y 7—2"| = R "| =R P2t = R "=1
(Zo(k)x) (gkk!(n—kﬂx)w (g(n—k)!x)w*) (ZOM)H (Zox)

1 .
(%) o est une constante multiplicative non nulle.

|
o) —  —p(n-1 n-k+1 n car produit de k termes équivalents a n.
n—k)!

(* » ») La multiplication du coefﬁment par n (ici k fois) ne change pas le rayon de convergence.



1
On note toujours S: z +—» ——.

Par k dérivations terme a terme sur 'intervalle ouvert de convergence, on obtient :

Ve~ L[ S gk Wy =
RPN s T N
cette derniere égalité se prouvant par récurrence (initialisation vérifiée pour k = 0 et pour 1’hérédité,
k+1
_ —k-1 A, —k-2 _
on notera que x —ye =(1-x) a pour dérivée x — (-1) x (=k-1)x (1-x) s

sur |- 1,1[).
On en déduit que pour tout z €] —1,1] :

too . +00 n! k+oo :L'k k! .’L’k
,;](k)x _O+,;€k:!(n—k)' T w Z(n Ak E(l—x)’“l_(l—x)k“'

Ainsi :

R(Z (Z)x”) =1 et pour tout = €] - 1, 1], io (Z)x" = (l_x—;)lm

n20

Q4. Soit £ e N. On a déja vu que :

R(zonkx) R(zox) 1

On en déduit que la somme de cette série entiere est définie (au moins) sur | -1,1[.

La fonction f;, est définie sur | -1,1][.

Q5. On a deg(Hy) =0 et pour tout j € N*, deg(H;) = j (produit de j polynomes de degré 1).

Ainsi, pour tout j € N, deg(H;) =J.

La famille (Hy, ..., Hy) est donc une famille constituée de k+1 polynomes de R;[ X ], espace vectoriel
de dimension k + 1, et cette famille est libre car ces polyndmes sont non nuls et de degrés deux a
deux distincts.

Ainsi :

(Ho, ..., Hy) est une base de R[X].

Comme X* € R;[X], on peut écrire X* de fagon unique & l'aide de ses coordonnées dans cette base.

Il existe une unique famille (ay, ..., ax ) dans R¥1 telle que X* = Z o H
j=0

k
Q6. Soit k € N. En évaluant la relation précédente en 0, on obtient 0 = " ay ;H;(0) = a0 car pour

3=0
tout j > 1, H;(0) =
On en dedu1t que :
app =1 et pour tout ke N*, oy, o = 0.
Pour tout j € N, H; est de degré j et a pour ccefficient dominant — =
J:

k-1 1
Ona X" = = oy, o Hy, + Z ay,jH;. Par identification du ceefficient de X* | on obtient 1 = R

7=0

—_—

degré <k

Ainsi :

pour tout ke N, oy =k!|
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Q7. Soit (7, k) € N2 tel que 1 <j<k.

En évaluant Iégalité X* = Za;“H en j, on obtient j* = Za;“H (7).
=0 1=0

Soit i € N. Calculons H;(j).

Pour i=0,ona H;(j)=1= (‘é)

Si1<i<jalors Hi(j) = ﬁ('—é):liz(j)
SN AR DI

1 ¥

Sii>j alors Hi(j) = 5 []( - ¢) =0 car I'un des facteurs du produit est nul.
b =0

On en déduit que :

Ainsi :

J=1 /s
pour tout couple (j, k) € N2 tel que 1< j <k, ap; =j" - Z (‘7_)04;@71».
i=0 \?

Q8. Soit ke N.

Notons que par les calculs effectués a la question précédente, on a pour tout (j,n) € N2, H;(n) = (n)
Soit z €] -1,1[. On a :

fu(x) = :i)nkmk = Jio (Zk: ay,; H;(n) ) Z Z@k,g(j)x = Zaku f (?)

n=0 \j=0 n=0 j=0 n=0

par linéarité car pour tout j € [0, k], la série Z ( )ZE converge d’apres Q3.
n20
Par Q3, on obtient également :

2I(1—x)kd P(x
fk(x) Zak,J j+1 Zalw (5 )]2+1 = (1 _kia)iﬂ

k
par mise sur méme dénominateur, en posant Py = Y ay,; X7 (1 - X)*.
J=0
Montrons l'unicité.

Si @ € R[X] vérifie pour tout x €] -1, 1], fr(x) = % alors pour tout z €] -1,1[, Py(x) = Q(x).

Le polynéme P — () a donc une infinité de racines donc c’est le polyndéme nul. D’ou @ = Pg.
On a donc prouvé :

pour tout k € N, il existe un unique polynéme réel P, tel que, pour tout x €] - 1,1[, fu(x) = W
-

k
et ce polyndme vérifie la relation Py =) ay,; X7 (1 - X)*.
=0

Q9. Par dérivation terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence, on a pour tout x €] - 1,1] :

+00 too
fi(z) = nfna™* donc z fj(z) = > nfa" = Z nFla™ = fra(x).
n=1 n=1 n=0

P
Comme pour tout z €] -1,1[, fr(x) = (1k—(:§2+1, on obtient également en dérivant :
-z
Pl(z)(1-z)*1 + B(z)(k+1)(1-2)* (1-2)P/(x)+ (k+1)Py(x)
fi(z) = (1 - 2)2(+D) - (1-z)k+2 '



On a donc pour tout z €] - 1,1] :

x(1-2)P/(x)+ (k+1)xP(x)
fre1 () = k(l_w)k-i-Z :

Par unicité établie en Q8, on en déduit :

pour tout k€N, Py = X(1-X)P/+ (k+1)XP,.

+00o 1
Q10. Pour tout z €] - 1,1[, fo(z) =) a" = T donc par 'unicité établie en Q8, Py = 1.
n=0 -z

D’apres la question précédente :
P=X1-X)Pi+XPy=X

puis
Po=X(1-X)P/+2XP =X(1-X)+2X?=X%+X
puis
Ps=X(1-X)Pj+3XP,=X(1-X)2X+1)+3X(X?+X)=X>+4X?+X.

|P=X2+X et Py=X3+4X2+X.|

Q11. Montrons par récurrence que pour tout k € N, P, est un polynéme unitaire de degré k.
Initialisation : Py =1 est bien un polynome unitaire de degré 0.

Pour plus de commodité dans 1'hérédité, vérifions aussi pour k=1 : P, = X est bien un polynéme
unitaire de degré 1.

Hérédité : Soit k € N*. On suppose que Py est un polynome unitaire de degré k.

Ona Py =X(1-X)P+(k+1)XP.

Comme k > 1, on sait que P/ est un polynome de degré k-1 et de ceefficient dominant £.

Ainsi, X(1 - X)P] est un polynéme de dégré k—1+2=Fk+1 et de coeflicient dominant —&.

Par ailleurs, (k+ 1) X P, est un polynome de degré k + 1 et de ccefficient dominant k + 1.

Par somme, comme —k+k+1=1+0, on en déduit que Pg,; est un polyndéme unitaire de degré k + 1.
Ainsi :

‘pour tout k € N, le degré de P est k son ccefficient dominant est 1.‘

Q12. Montrons par récurrence que pour tout k € N* et pour tout z €]0,1[, z¥1 P, (1) = P(z).
Initialisation : Pour k =1, comme P; = X, on a pour tout z €]0,1[, 22P; (1) =22 x L =z = P, ().
Hérédité : Soit k € N*. On suppose que pour tout z €]0, 1, 2#*1 Py(2) = Pi(x).

Par dérivation, on obtient pour tout x €]0,1][ :

1 ! 1 /
(h+ D)2 Pu() =2 () = P,
Par évaluation de la relation obtenue a la question Q9 en %, on obtient pour tout x €]0,1] :
A2 (2) = (1= DY P + e+ Dt (L)
x x x x

1 1

=22(1 - =)2" 1 P[(=) + (k + 1) Py(x)
x x
1 1

=22(1-=)((k+1)2"P.(=) - Pl(2)) + (k + 1) Py(x)
x x

=(x-1)(k+ 1)xk+1Pk(i) +z(l-z)P(z)+ (k+1)Py(x)
=x(k+1)P(z)+2(1-2)P(x)
= Pk+1(x)-



On en déduit que :

1
pour tout k € N* et pour tout x €]0, 1[, zF*1 B (—) = Py(x).
x

Q13. Soit k e N*.

k
On sait que Py est un polynéme de degré k donc il existe (ao, ..., ax) € R¥1 tels que Py = Z a; X7.
=0
D’apres la question précédente, pour tout x €]0, 1] :

k+1

k+1 k+1-
P.(x)=x Zajxj—Zax J—Zakﬂ s
7=0 7=0 =1
k+1 )
Comme le polynéme P, — Z ar+1-;2" a une infinité de racines, il est nul.
i=1
k+1 )
On a donc P, = Z ag+1-;27 et par unicité des coefficients, on obtient :
j=1

pour tout j € [0, k], les coefficients de degré j et k+1—j de P, sont égaux.

2
Q14. Pour tout n e N, ( n) #0 (carn<2n) et on a:

n
Co)| _ @n+2)t a2 (@n+2)@2n+1) 4 Ch s
(27?) (n+ 112 (2n)! (n+1)2 n? n-+oo
Par la regle de d’Alembert pour les séries entieres, on en déduit que :
1
R=-.
4
On sait que pour tout x €] - 1,1[, on a :
R e P C BT |
L+u) =143 3(-3-1...(-3-n )un

Pour tout z €] - 1, 1[, comme u = -4z €] -1,1[, on a:

1 =1++f_ (-3-1)...(-3-n+1)

1-4x

o=
N[ +—

> oy (-1)"22g
R(-1D)"1x3x---x(2n-1)
,; 2n n!
K2 1Ix2x3x---x(2n-1)x2n
nlﬁ 2x4dx-x2n ‘
X 27(2n)!

_1+Zn'>§2”31'

NECOLN

=1+ (-1)"22ra”

=1+




m xn+1
Q15. On considere la série entiere Z ( ) )
so\n/n+1

Par le théoreme de dérivation des séries entieres, son rayon de convergence est le méme que celui de
xn+1

2 2 1
la série entiere Z( n)x” (obtenue par dérivation terme a terme) donc R (Z ( n) " 1) =R-= 7 et
n njn

en notant f sa somme, on a pour tout z €] -1, 1[ :

1

r@=5 00

Soit z €] - 1, 1[. En intégrant entre 0 et z, on obtient :

1
49

f@»—f@):ﬁfwﬂ%zfu=Lé¢TTEK=ESJ§lf£

n+1l 2

2 o 1-y1-4
Comme de plus f(0) =0, on en déduit que Z ( n) < L

n
Ainsi, en divisant par x, on obtient :

" 1—\/1—436

n+1 2z

pourtouth] RR {0} Z( )

2n
Q16. Par produit de Cauchy des séries entieres Z( )x et Z( ) L
n+

1, on a pour tout z € R tel que |z| <min(3, 1) = }1 :

1’
+oo n +00 n +00
$ 5 1 ( )(201 kﬁ)x __(E:(Qn) T )(}:(Zn)xn).
i k+1 n-~k co\n/n+1)\; g\ n

On en déduit par les deux questions précédentes que pour tout x €] - R, R[~{0} :

1 2n - 2k 1 1
Pour tout x €] - R, R[~{0 ( )( ) ——( —1).
I- NS ;ﬂ;} n-=k 20 \\/1 -4z
Q17. D’apres Q14, on a pour tout z €] - R, R[~\{0} :
1 1 1 = 2(n+1) S12n+2)\ ,
S s ey ST P
2x 1-4zx 20 4\ n 2xn=0 n+1 02\ n+1
Par Q16, on en déduit que pour tout z €] - R, R[ (vrai aussi en « =0, les deux membres valent 1) :
1 (2k)(2n Qk) =1 (2n + 2) "
Ck+1\k/\ n-k =2\n+1
Par unicité des ceefficients d’un développement en série entiere, on en déduit que :

our tout n € N Zn: L(Qk)(Qn— Qk) B 1(2n+ 2)
’ "2 k+I\NE)\n-k ) 2\n+1)

pour rayon de convergence

+

8

n

+

8

M=

n=0k




