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PROBLEME 1 : ETUDE DE QUELQUES INTEGRALES CLASSIQUES (NIVEAU 1)

A. FoncTION GAMMA D’EULER

On pose I'(x) = f t*letdt.
0

1. Montrer que la fonction I a pour ensemble de définition |0, +oo].
2. Montrer que pour tout z €]0, +oo[, ['(x + 1) = 2I'(x).
En déduire la valeur de I'(n) pour tout n € N*.

+00 +o0
3. Montrer lexistence des intégrales / e dt et / e dt et les exprimer a l'aide de T.
0 0
B. INTEGRALES DE GAUSS

+00

On appelle intégrales de Gauss les intégrales f e™dt ol a est un réel strictement positif.

— 00

1. Montrer que pour tout réel u, on a e* > 1 + u.

2. Soit n un entier naturel non nul. Montrer que :

3. Soit n € N*.
dx

1 +oo +00
Montrer que les intégrales f 1-2%)"dx, f e dx et f ———— convergent et
q & 0 ( ) 0 o (1+a?)n &

établir les inégalités :

1 +00 +00
/ (1—x2)"dx<[ e dxg[ L
0 0 o (I+ax?)"

W < 1 /+OO t2 < W
2n+1 \/ﬁ 2n-2

ou pour tout entier naturel n, on note :

/2
W, = f (cost)™ dt.
0

+ 00
5. En admettant que W,, ~ /1, calculer f e dt.
+oo \ 2n 0

+00

6. Montrer que pour tout a €]0, +oo[, I'intégrale / e~ 4t converge et déterminer sa valeur.

—00



C. INTEGRALE DE DIRICHLET

+00 @1 t

On appelle intégrale de Dirichlet I'intégrale [ %dt.

0
+oo 1 — cos(t)

t2
. L +toogint
2. En déduire que 'intégrale / — dt est convergente.
0

1. Montrer que l'intégrale [ dt converge.
0

On note [ sa valeur.

3. Pour tout n € N, on note :

T2 i /2 &i
I - f sm((2.n +1)t) dt ot J. - [ sin((2n + 1)t) i@t
0 sint 0 t

(a) Justifier que I,, et J, sont bien définis pour tout n € N,
(b) Montrer que pour tout n € N, on a I,,;; — I, = 0. En déduire I,, pour tout n € N.

(c) Soit ¢:[0,7/2] > R une fonction de classe €.
A Taide d’une intégration par parties, montrer que :

/2
lim w(t)sin((2n + 1)t)dt = 0.
0

n—+00

(d) En déduire que lim (Jo—1,)=0.

+00 g3 t
(e) Montrer que lim J, = STt

n—>+00 0 t
+toogint

(f) En déduire la valeur de f =,
0

nT | sin ¢ b1 ko
4. Montrer que pour tout n € N*, f —dt> Z — f | sin ¢|d¢.
™ t k=0 km (k-7
o e teosint ,
En déduire que l'intégrale / — dt n’est pas absolument convergente.
0

PROBLEME 2 (SUJET MINES, NIVEAU 2)

Tout au long du probleme, le disque unité ouvert de C sera noté :
D={zeC||z|<1}.

A. FoncTIONS L ET P

. - 2"
1. Soit z € D. Montrer la convergence de la série Z —.
n>1 T
Préciser la valeur de sa somme lorsque z €] — 1, 1[. On notera :

L(z):= Jrzo:o <y

n=1 1

2. Soit z € D. Montrer que la fonction ® : ¢t — L(tz) est dérivable sur [-1,1] et donner une
expression simple de sa dérivée.

3. Soit z € D. Montrer que la fonction W : ¢ = (1—t2)el(*) est constante sur [0,1], et en déduire

que : .
exp(L(2)) = .

4. Montrer que |L(z)| < —=In(1 - |z|) pour tout z dans D.

En déduire la convergence de la série Z L (2") pour tout z dans D.
nx1

2



Dans la suite, on notera, pour z dans D :

P(z) :=exp [2[, (z”)] :

5. Soit z € D. Vérifier que P(z) # 0, que :

N

P(z)= lim ]

N—+oo o 1-2z7

et que pour tout réel ¢t >0 :
+o00
In(P(e)=->In(l-e").
n=1

B. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE EN VARIABLE REELLE

Dans cette partie, on introduit la fonction ¢ qui & tout réel x associe le nombre réel q(x) = z—|z| - 3

ou |z | désigne la partie entiere de x.

1. Montrer que ¢ est continue par morceaux sur R, qu’elle est 1-périodique et que la fonction |g|
est paire.

+ 00 U
2. Montrer que f ?u( )1 du est bien définie pour tout réel ¢ > 0.
1 e

3. Montrer que pour tout entier n > 1 :

fln #du =In(n!) +(n-1)-nln(n) - %ln(n) - hl(?;:!\e/"ﬁ) .

4. Montrer que -/l | Mdu tend vers 0 quand x tend vers +oo, et en déduire la convergence de
T u
+00
I'intégrale f M du, ainsi que I'égalité :

1 u

+00 1 2

[, )
1 U 2

+00

5. Montrer que 'intégrale f In(1-e™)du converge.

On admet pour la suite qu’elle a pour valeur :

6. Montrer que :

1-e>*

On pourra commencer par établir que x est décroissante sur R*.

X



Pour ke N* et t e R,, on pose :

(k+1)/2 ¢ (k+1)/2
a(u) du sit>0, et wup(t)= a(w) du

sit=0.
/2 etv — 1 k/2 u

uk(t) = 3

On admet que uy est continue sur R, pour tout k£ € N*.

(k+1)/2 ¢
7. Soit t € R*. Montrer successivement que |ug(t)| = f |q(u)|du puis ug (t) = (=1) 1 Jug ()]

k/2 etv —1
pour tout entier k > 1, et établir enfin que :

+oo

k=n

VneN*, S
2n

On admettra dans la suite que cette majoration vaut encore pour t = 0.

8. En déduire que :

/+°° tq(u) du In(27) 1

etv — 1 t-0t 2
9. Montrer, pour tout réel £ > 0, 'identité :

[T g L eey-m e e - [Tia-em

et —1

10. Conclure que :
2
In (P (1)) = gt . In(¢) In(2m)

5 5 +t_90+(1).



