Chapitre 20

Développements limités

On considere dans ce chapitre un entier n € N, un intervalle I, xy € I et une fonction f a valeurs
réelles définie sur I sauf peut-étre en xy € I. On note Dy son domaine de définition.

1 Définitions, premiéres propriétés

1.1 Développement limité en z

’Déﬁnition 1.1 ‘
1. La fonction f admet un développement limité & 'ordre n en 0 (noté DL, (0)) s’il existe des réels
ao, - - . , Ay, et une fonction € : Dy — R tels que ¢(z) — 0 et
T—

Ve Dy, flz)= Zaimi + 2"e(x),
i=0

ce qui s’écrit aussi
v = ' ™.
v €Dy, f(z) = Y aiw’ +o(z")
i=0
2. La fonction f admet un développement limité & l'ordre n en xy (noté DL, (z¢)) s’il existe des
réels ao, . .., an, et une fonction ¢ : Dy — R tels que e(x) — 0 et
T—T0

Va € Dy, f(z)= Zai(ac —z0)" 4 (z — 20)"e(2),

=0

ce qui s’écrit aussi

Remarques.

213



H. Thys, MP2I du lycée Victor Hugo de Besancon

1. L’existence d'un DL, (0) est équivalente & 'existence de ay, ..., a, € R tels que
n
f(z) — Z apz”
e(x) = 0

2. On omettra l'indice xy en-dessous de o(x — xo)™ pour alléger les notations. Il n’y a de tout fagon
pas d’ambiguité a partir du moment ot on a précisé "développement limité en x".
3. On rappelle que o(x — ()™ est une notatition qui signifie que

o(x —xo)" = (z — x0)"e(x)

ol € est une fonction tendant vers 0 en z, (donc continue en zg si g € Dy avec e(zo) = 0) . Il faut
toujours revenir a cette écriture des que la moindre difficulté se présente. Il est vivement conseillé de
refaire les démonstrations avec cette écriture.
4. On rappelle que (z — x¢)"o(zx — x0)™ = o(x — x¢)
5. Rapellons également que l'écriture f(x) S o(1) signifie f(z) — 0.

Tr—xQo

n+m

Proposition 1.2 (Unicité d’un développement limité )

1. Si f admet un développement limité a 'ordre n en x, celui-ci est unique, i.e. s’il existe des

réels ag, ..., an, bo, ..., b, et deux fonctions g : [ — R (k = 1, 2)tels que gx(x) — 0 et tels
T—X0

que pour tout z € I, on ait
f@) = ar(w — z0)* + (x — x)"er(w) = Y bi(w — x0)* + (0 — m0)"ea(w),
k=0 k=0

alors ay = by pour tout k£ =0,...,n.

2. En particulier, on a

Zak(z‘ —20)" + (. — mp)"e1(2) = (x — 29)"e2(2) = ap=---=a, =0.

Définition 1.3 (Partie réguliére)

Si f admet un développement limité a 'ordre n en x

n

VaoeDy, flx) = Zai(a:—xo)i—ko(x—xo)”,

T—To <
=0

le polynéme Z ap(X — xo)k est la partie réguliére du développement limité .
k=0

Proposition 1.4 (Changement de variable)

Soit g la fonction définie sur {h € R | h + x¢ € Dy} par g(h) = f(h+x). Alors f admet un DL, ()
si et seulement si g admet un DL, (0), et de plus, on a

n

S 2 a;(x — xo)" + o(x — )",

VheDy g(h) = E a;h' +o(h") < Vz €Dy, f(x)
—
=0
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Remarque.
C’est pourquoi les énoncés concernant les développements limités sont souvent donnés uniquement
en 0. Un simple changement de variable donne le résultat partout.

Définition 1.5 (Forme normalisée)

Soit f une fonction admettant un développement limité a 'ordre n en xg

n

F(2) =3 aule — z)' + ofx — zo)",

i=0
de partie réguliere non nulle. Soit p le plus petit entier tel que a, # 0. La forme normalisée du
développement limité est

f(@) = (& = x0)" (Z a;(x — x9)" P + oz — wo)n_p>

i=p
= (z — z)” (ap + app1(x — 20) + - F ap(r — 20)" P + 02 — xo)”_p>.

Le cas particulier zy = 0 s’écrit

f(l') = ;L‘p (Z ami_p —+ 0($n_p>> — CUp (ap + a,,+1x R CLnCIZ‘n_p + O(Z'n_p)) )
i=p

Proposition 1.6 (Troncature)

Si f admet un développement limité a 'ordre n en x

F@) =3 aule — )t + oz — o).

k=0

elle en admet un a tout ordre p < n qui est

f(z) = Z ap(z — 20)" 4 o(x — 10)?

k=0

(obtenu par troncature a 'ordre p).

Remarque.
Cette démonstration rappelle que si k > n, on a (x — x¢)* = o(z — )",

Proposition 1.7 (Développement limité et équivalent)

Si f admet un développement limité a 'ordre n en x

n

f(z)= Z ar(r — 20)" + o(z — x0)"
k=p
avec a, # 0 (p < n), alors on a f(z) ~ a,(x — x0)P. De plus, le signe de f au voisinage de z est

Z0o

donné par le signe de a,(x — x¢)?.
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| Méthode 1.8]
On utilise les développements limités pour déterminer un équivalent quand les techniques usuelles
sur les équivalents ne fonctionnnent pas. C’est tres fréquent pour le cas des sommes. Mais en général,
on utilise les développements limités en dernier ressort, et que dans le facteur qui pose probléme.

1.2 Développement limités a ordre 0 et 1

Proposition 1.9 (Développement limité a ’ordre 0 et limite/continuité)

1. La fonction f admet un développement limité a 'ordre 0 en zo qui est f(z) = ao+ o(1) si et
T—rxQ

seulement si f(x) — ap.
T—xQ

2. Si f est définie en xy, elle admet un développement limité a 'ordre 0 en xq f(z) = ag+ o(1) si et
seulement si elle est continue en zg et f(zg) = ao.

| Corollaire 1.10|

Si f admet un développement limité en xq, alors f est soit continue en x, soit prolongeable par
continuité en x.

Remarque.
Cette proposition nous permet de ne considérer que des fonctions définies et continues en x
(quitte a les prolonger par continuité). On aura donc Dy = I dans toute la suite du chapitre.

Proposition 1.11 (Développement limité a ’ordre 1 et dérivabilité)

La fonction f admet un DL;(xg) qui est f(x) = ag+ a1(x — o) + o(z — xp) si et seulement si elle est
dérivable en zg, ag = f(xg) et a; = f'(x0).

Proposition 1.12 (DL et continuité/déribabilité)

Si f admet un développement limité a 'ordre n > 1 en xy qui est f(x) = Z ap(x—20)* +o(x —20)",
k=0

alors f est continue et dérivable en ¢, ag = f(x) et a3 = f'(x0).

Remarques.

1. Cette proposition nous permet de ne considérer que des fonctions définies et continues en z
(quitte a les prolonger par continuité). On aura donc Dy = I dans toute la suite du chapitre, et le
premier terme ag d’un développement limité en z( est

ag = f(wo)y

et qu’en cas de DLy, le coefficient a; devant = — xg n’est autre que f’(xq).
2. Attention, a partir de 'ordre 2, rien ne va plus. Par exemple, la fonction

3 | <1>
rTH—— T sin | —
xr2
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admet un développement limité a I'ordre 2 en 0 puisque

Mais pour z # 0, sa dérivée vaut

32?2 sin (i) — 2cos (i)
x? x?2 )’

qui n’admet pas de limite en 0, donc n’est pas continue en 0, donc n’est pas dérivable en 0, i.e. f
n’est pas deux fois dérivable en 0.

2 Propriétés : somme, produit, parité

Proposition 2.1 (Parité)

Si f est paire (resp. impaire) et admet un développement limité en 0, sa partie réguliére est paire
(resp. impaire).

Remarque.
Si f est une fonction paire, le développement limité de f en 0 a l'ordre 2n donne immédiatement
celui & I'ordre 2n+ 1, puisque le coefficient devant 22" est nul. De méme pour les fonctions impaires
et le passage de 2n — 1 a 2n.

Remarque.
Rappellons qu’au voisinage de 0, ™ est négligeable devant x™ si et seulement si n > m, et que

o(z™) 4+ o(z™) = o(x™n™) 2" % o(z™) = o(z™™),  o(a™) x o(z™) = o(z"+™).

En résumé, on garde "le plus petit des petits o".

Proposition 2.2 (Somme, produit)

Soient f et g définies sur I admettant chacune un DL, ()

n

flz) = Z ap(x — 20)" + o(x — 20)" et g(z) = Z bi(x — o) + o(z — 20)™.

k=0 k=0
1. La fonction f + g admet un développement limité a ’ordre n en xy qui est

n

fx)+g(x) = Z(ak + bg) (@ — 20)* + o(x — mp)".

k=0
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2. La fonction fg admet un DL, (xg) qui est

f(x)g(z) = Z (Z aibk_z) (z — 20)" 4 oz — z0)",

k=0 \i=0
1.e. c’est le produit des parties régulieres des développements limités de f et g tronqué a I'ordre n.

3. Sise N* la fonction z — (f(z))® admet un DL, (z¢) qui est

(Z ap(x — xg)k) + o(z — x0)",

ol on tronque la puissance s-eme de la partie réguliere a ’ordre n.

Remarques.

1. On tronque toujours un produit au fur et a mesure.

2. Notez bien que si f admet un développement limité d’ordre n et g un développement limité
d’ordre m, la somme n’admet qu’un développement limité d’ordre min(n,m), et on tronque toujours
les DL avant de faire la somme. Par exemple, la somme de 1+ x —2%/3 + 623+ o(2?) et de 2 + o(x?)
donne un DL a l'ordre 3 seulement.

3. Pour le produit la situation est différente en utilisant la forme normalisée, cf. les exemples et la
méthode 2.3.

Méthode 2.3 (Optimisation des calculs pour le produit)

On a vu dans les exemples précédents qu’il est plus efficace d’utiliser la forme normalisée des déve-
loppements limités. Regardons les trois cas suivants :
— Un produit du type (1+---+o0(z*))(3+---+0(z*)) donne un développement limité & I'ordre
3 seulement. Par exemple (2 — z + 2% + 22 + o(2*)) (=1 + 2? + 2% + o(z?))
— Un produit du type (z+---+o0(z*)) (34 --+0(2*)) donne un développement limité a I'ordre
4. Par exemple (—x + 2 + 221 + o(2?)) (=1 + 2% + 2* + o(2?)).
— Un produit du type

(2x3_|_...+0($8))(_‘r4+...+0($10)) :gj7(2++0<$5))(_1+..+0(m6))
donne un développement limité & l'ordre 7+5=12 (plutdt que 8 en multipliant simplement).
Pour résumer, on met les développements limités sous forme normalisée, et on multiplie entre eux

les développements limités qui restent grace a la proposition 2.2.

Remarque.
Cette méthode est particulierement adaptée au développement limité de (f(x))® si la valuation de la
partie réguliere est > 0.
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3 Quotients de développements limités

’Proposition 3.1 ‘

Si f(0) =0 et f admet un développement limité a l'ordre n en 0

la fonction

1 - - k ’ n
1_—f(x):1+2<2akx> + o(z™)

j=1 \k=1
n n 2 n n
=1+ <Z akmk> + (Z akxk> + -+ (Z akxk> + o(z")
k=1 k=1 k=1
n o /n—j+1 J
=1+ Z ( Z akxk> + o(z")
j=1 \ k=1

=1+ (mz+ -+ a2") + (mz + -+ an_lx"’l)z 4+t (g + ang)n_1 + (a12)" + o(x™),

ou les puissances de x sont tronquées a 1’ordre n.

Remarques.

1. Il ne faut jamais faire les calculs complétement, mais bien penser a tronquer a ’ordre n au fur et
a mesure.

2. On peut remplacer dans I’énoncé la phrase "Si f(0) = 0 et f admet un développement limité a
l'ordre n en 0" par "Si f(z¢) = 0 et f admet un développement limité a l'ordre n en (" et alors au
voisinage de x( on a

1 = - k ’ n
1_—f(x)1+2(zak($—l"0)> + oz — x)".

j=1 \k=1

Méthode 3.2 (Quotient)

Si f admet un développement limité & 'ordre n en 0 et si f(0) # 0, alors 1/ f admet un développement
limité a I'ordre n en 0 qui est obtenu a l'aide du calcul

111 1
@) " FO 0 (1 2m)
En posant h(z) =1 — %, on a h(0) =0, et on est ramené a la proposition 3.1.
Par produit, si un fonction g admet un développement limité a 'ordre n en 0, la fonction g/ f

également.
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4 Composition des développements limités

Nous nous contenterons dans ce paragraphe d’exemples de composition de développements limités
en 0, avec juste un énoncé admis :

Proposition 4.1 ‘

Soient f et g deux fonctions admettant un DL, (0) (n € N) et telles que ¢g(0) = 0. Alors f o g admet
un DL, (0) obtenu en composant les parties régulieres des DL,,(0) de f et g en tranquant a l'ordre n.

5 Développements limités et dérivation

5.1 Intégration d’un développement limité

| Théoréme 5.1

Si f est continue sur I et admet un développement limité a I’ordre n en xq

n

) = au(e — 20)" + ofe — )",

k=0
toute primitive F' de f admet un développement limité limité a 'ordre n + 1 en z¢

r—x
F( LL‘O —|—Zak O

obtenu par intégration de la partie reguhere du développement limité de f.

+ oz — x0)" !

Remarque.
Attention, la réciproque est fausse. Si une fonction f est dérivable et admet un développement limité
a l'ordre n + 1 en xq, sa dérivée n’admet pas nécessairement de développement limité . Par exemple,

la fonction
1
x — 22 sin ( 2)
T

admet un développement limité a 'ordre 2 en 0 puisque

5 sin (;2) — o(z?).

Cette fonction est dérivable sur R* évidemment, mais également en 0 puisque le taux d’accroissement
en 0 vaut z?sin(1/z?%) qui tend vers 0. Or, pour z # 0, sa dérivée vaut

322 sin (i) — 2cos (i)
x? x2 )’

qui n’est pas continue en 0, donc f’ n’admet méme pas de développement limité a ’odre 0 (proposition
1.9).

| Méthode 5.2]

Si f est une fonction de classe C! dont la dérivée f’ admet un développement limité d’ordre n en zo,
par intégration, f en admet un a U'ordre n + 1 en x,.

220



H. Thys, MP2I du lycée Victor Hugo de Besancon

5.2 Formule de Taylor-Young

Théoréme 5.3 (Formule de Taylor-Young)

Soient n € N* et f une fonction de n-fois dérivable sur un intervalle I et xq € I. Alors f admet un
développement limité a 'ordre n en xy qui est

flz) = z": %(m —20)" + o(z — 29)" ouencore f(xo+h) = z": %hk + o (h)™.
k=0 : prs ! =0

Remarque.
Cette proposition est peu utilisée en pratique. On s’en sert pour déterminer les développements
limités des fonctions usuelles, puis on utilise plutot les résultats sur les sommes, produits, quotients
et composées de développements limités pour les calculs effectifs, cf. les exercices.

5.3 Développements limités des fonctions usuelles

Voici les développements limités usuels qu’il faut connaitre ou savoir retrouver. On les obtient a
l’aide de la proposition 5.1 ou du théoreme 5.3. Ils sont tous en 0. Ils sont classés par "origine". Ceux
a connaitre sans réfléchir sont signalés par une étoile *.
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1
(%) 1_x:1+1:—|—1’2+---+33 + o(x Zx + o(x
1 n
d’out 52— l—x+a2*+- + (=1)"2" + o(z") = Z(—l)kxk + o(z")
k=0
1 n
o :1—x2—|—$4—|—---+(—1>n$2n—|—0($2n+1):Z( 1)k$2k—|—0< 2n+1)
k=0
d: \ In(1 _ x2 1n—1xn ny __ - 1k—1xk n
ot (x) I(l+z)=z—+ -+ (1) ;4‘0(90)—;(—) - o)
P B 2+
t — o i _1n 2n+2
(x) arctan(z) =z s tE+ + ( )2n+1+0(x )
2 3 ™ . n l’k .
(x) e* —1+x+3+§+ +m+o(az):kz_oﬁ+o(x)
72 20 - n 2k -
partie paire (%) Ch(w):1+3+-~-+(2n)!—|—o(aj ”+):k:0 (zk)!—l—o(x any)
ti : h(z) — x’ . onray _ N~ @ 2n+2
et impaire (%) s(x)—x+§+---+m+o(x )—k20m+0(:v )

puis (x) cos(z)=1-— Tttt (—1)”(2n>! + o(z? 1) = Z(](_l)k(;k)! + o(z?"1)

() sin(z)=z—Tr+ o+t (—1)”(%+ o o(x¥"+?) kz_:( ) GETT) + o(z*"
et par quotient () th(z) =z — %3 + o(z*)
(x) tan(z) =z + %3 + o(x")
(%) (1+z)‘1:1+ax—|—a(a—1)%+a(a—1)(a—2)§ +a(a—1) (a—n)mxfl)!—f
0( n+1)

3
e
+
—

T
=1+ ala—1)---(a—k) + o(z"th)
— (k+1)
v g2 3
cas particuliers : 14z =1+ t5- 5 + 16 + o(z?)
1 r 3 5
1t P 2.3 3
T 2+81‘ 16I + o(z”)
! 1+$2 + —a* + o(”)
—_— = —+-z"+o
V1— a2 2
y : a 4 0 x’ 4
d’on arcsin(z) =z + 5 +o(z%), arccos(z) 5T + o(x*)
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6 Applications

6.1 Position par rapport a une tangente

On considere une fonction f définie au voisinage de xy € R, dérivable en z(, a valeurs réelles.

Proposition 6.1 ‘

Si f admet un développement limité a 'ordre p > 2 en xq
f(x) = ag + ai1(z — x9) + ay(x — x9)” + o(x — 29)", aop,a1 € R, a,, # 0,

la position de la courbe représentative de f par rapport a la tangente est donnée au voisinage de xq
par le signe de a,(z — z¢)? :

Si ay(z — )P > 0, (x, f(x)) est au-dessus de la tangente,

Si ay(x — x0)? <0, (z, f(x)) est en-dessous de la tangente.

6.2 Etude d’un extremum local

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert /. On sait que si f admet un extremum en
xg € I, alors f'(x¢) = 0. Mais la réciproque est fausse (considérez x — 23 avec zo = 0). On peut
étudier une réciproque de la facon suivante :

Proposition 6.2 ‘

Si f'(xg) =0 et si f admet un développement limité & l'ordre p > 2 en zg € R
f(x) = ag + ap(x — 30)* + o(x — 20)", ag,a1 €R, a, # 0,

alors

1. Sip est impair, f(z() n’est pas un extremum.

2. Sip est pair, f(zg) est un maximum local (resp. minimum local) si a, < 0 (resp. a, > 0).

6.3 Etude d’asymptotes

On considére dans ce paragraphe une fonction f définie au voisinage de +00 admettant une limite
en +oo. Le but est d’étudier 'existence eventuelle d’asymptotes, ainsi que le cas échéant la position
de la courbe par rapport a 'asymptote.

Proposition 6.3 ‘

Si pour u > 0 (resp. u < 0) on a au voisinage de 0" (resp. 07)

1
uf (—) =a+ bu+ cu’ + o(uP)
(% 0
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avec a,b € R, ¢ # 0, p > 2, on a au voisinage de 400 (resp. —o0)

c 1
f(x) =ax +b+ el (xp—1> :

et la fonction f admet en +o00 (resp. —oo) une asymptote d’équation
y = ax + b,

et la position de la courbe représentative de f par rapport a 'asymptote est donnée par le signe de
c/xP~L.

7 Développements asymptotiques

Les calculs précédents pour I'étude des asymptotes s’appellent des développements asympto-
tiques : on fait un "développement limité " (éventuellement en +00), en s’autorisant en "partie régu-

liere" des fonctions autres que des puissances de z : par exemple g(x) = S4In(z)— }l—k 4822 +o (9%2)
x (o)

Il s’agit d’écrire au voisinage de zy € R une fonction comme somme de fonctions négligeables les
unes devant les autres : la précision augmente au fur et a mesure des additions.

Voici des exemples :

1. Développement asymptotique de f : z — (ex)® au voisinage de 0. Pour z > 0, on a f(x) =
e®e®@) Or, au voisinage de 0, on a
w2
e = 1+u+7+u25(u),

ou £(u) — 0, donc avec u(x) = xIn(x) qui tend vers 0 en 0, on a
u—

) 14 lna) + (o n@))? + (2 In(e) (e (),
et donc

f(z) = (1 + 1z + %2 + ng(x)> <1 +zln(z) + %(x In(z))? + (v ln(x))Qe(xln(x))) :

Or, au voisinage de 0, 22 = o(z*In*(z)), donc la précision qu’on obtient est au maximum un
"o(z%In*(x))" : quand on développe le produit ci-dessus, toutes les fonctions négligeables devant
2% In*(x) peuvent étre supprimées (comme avec un tamis, les grains trop petits disparaissent). On
obtient donc (attention, on est au voisinage de 0), en rangeant les fonctions dans l'ordre de négligea-
bilité, :
1
flx)=1+zn(x)+z+ 53:2 In*(z) + o(x*In*(x)).

Que peut-on en déduire ? Que f(z) — 1, et que le graphe de son prolongement par continuité en

z—0
0 admet une tangente verticale, puisque

r)—1
Jlo) =1 In(x) — —oo0.
T z—0t z—0

Enfin, le graphe de f est au-dessus de celui de z — 1 + 2z In(x) au voisinage de 07, car

f(z) — (1 +zln(zx)) T > 0.

—0t
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Développement asymptotique d’une suite définie implicitement. Il faut retenir la méthode qui
suit : on a une suite (u,), définie par une suite d’équations (£, ),. On cherche tout d’abord un
équivalent a,, de u, : on a u, = a, + o(a,). Puis, on réinjecte dans E,, pour obtenir un équivalent b,
de u, — a,. Cela donne u,, — a,, = b, + o(b,), et ainsi de suite.

On l'applique a l'unique solution u,, € |nm — 7/2, nm + 7/2[ de I'équation tan(x) = x.
— On a par le théoreme d’encadrement que u,, ~ n.

—  Posons v, = u,, — nm. On a alors tan(v,) = tan(u,) = u,. Mais v, € | — 7/2,7/2[, donc
v, = arctan(u,) — I, et v, ~ 7.
n—+o0o
—  On pose enfin w, =v, — 5 — 0. Alors
n——+o0o
tan(w,) 1 1 1
wy, ~ tan(w,) = — - _ ~——
" " tan(v,,) tan(u,) nw
et finalement
™ 1 (1)
U, =NT+-——+o0o|—].
2 nm n
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