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Corrigé

PROBLEME 1 : ETUDE DE QUELQUES INTEGRALES CLASSIQUES
A. FoncTION GAMMA D’EULER

1. Soit x € R. La fonction ¢ — t*~le~t = e(z=1)Inte=t gt continue par morceaux sur |0, +oo].

+00
L’intégrale f t* e~ dt est donc généralisée en 0 et en +oo.
0

. 1
Ftude en 0 : On a t* et ~ t* 1= .
t—>0+ tlfx

Pour tout ¢ €]0,1], on a — > 0.
-

1 1
Ainsi, par comparaison par équivalent, les intégrales f t* e tdt et f Zq_xdt sont de méme na-
0 o ti-

ture.
11
On sait que l'intégrale de Riemann [ prem dt converge si et seulement si 1 —x < 1 c¢’est-a-dire x > 0.
0

Ftude en +o0 : On a lim t**let

t—>+o0

> 0.

1
=0 par croissances comparees donc twileit = 0 — .
t—+o0 t2

Pour tout ¢ € [1,+oo[, —

t2

+o0 1
L’intégrale de Riemann / 7 dt converge car 2 > 1.

1
+00
Ainsi, par comparaison, 'intégrale f t*te~tdt converge.
1

+00
On en déduit que l'intégrale [ t*Le7t dt converge si et seulement si z > 0.
0
Ainsi :

la fonction I' a pour domaine de définition ]0,+oof.

2. Soit z €]0, +oo[. Soit (a,b) e R? avec 0 < a <b < +o0.
Les fonctions ¢t — —e7t et t — t* sont de classe €' sur ]0,+oo[, de dérivées respectives t — e~! et
t — xt*!, donc on a par intégration par parties :

b b
f tPe7tdt = [-e ) + o [ t" et dt.

On a 111(1)1 (—e™a”) =0 (car x >0) et hm(—e‘bbm) =0 par croissances comparées.
a—0*

+
Comme les intégrales f t* et dt et / e tdt convergent, on obtient par passage a la limite
0

dans I’égalité obtenue (a — 0% et b - +00)

+00 +00
[ tretdt = x f t* et dt.
0 0

Va €]0,+oo[, T'(x +1) = 2'(z).

Ainsi :

Montrons par récurrence que pour tout n € N*, on a I'(n) = (n—1)!
+o00
Initialisation : On a T'(1) = / tletdt = lim [-e']5 = 1.
0 —+00
On a donc bien I'(1) = 0!



Hérédité : Soit n € N*. On suppose que I'(n) = (n - 1)!
Comme n €]0, +oo[, on a d’apres ce qui précede, I'(n+1) =nl'(n) =n(n-1)! =n!
Ainsi :

VneN*, I'(n)=(n-1)!

3. La fonction t = e~ est continue (par morceaux) sur [0, +oo[.

La fonction ¢ : ¢~ t2 est de classe €’ et strictement croissante sur ]0,+oo[ donc le changement de
variable u = ¢2 est licite. On a du = 2tdt et t = \/u.

Lorsque t =0, on a u =0 et lorsque t - +o00, on a u — +oo.

+00 2 +00 6_t2 +00 U
On en déduit que les intégrales [ et dt = / —2tdt et
0 o 2t o 2Vu
et de méme valeur en cas de convergence.
U

+00 +oo 1
Or, l'intégrale / —du = f e "u'?" du converge (car & > 0) et vaut I' (—)
o Ju 0 2

du sont de méme nature

On en déduit que :

too o 1_/1 3
I'intégrale f e ¥ dt converge et vaut =T’ (—) =T (—)
0 2 \2 2

De méme, on effectue le changement de variable u = t* (licite car la fonction ¢ — t* est de classe €
+oo
et strictement croissante sur [0, +oo[) dans I'intégrale / et dt.
0
On obtient :

+oo +oo o=t +oo +oo U 1 1
I'intégrale f e dt = f — 4¢3dt converge et vaut f e dt = f ——du=-T (—) =T
0 o 43 0 o 4ud/t 4 \4

(

)

B. INTEGRALES DE GAUSS

1. La fonction exponentielle est convexe (car elle est deux fois dérivable, de dérivée seconde po-
sitive) donc sa courbe représentative se situe au-dessus de sa tangente en 0 qui a pour équation
y=x+1.

On en déduit que :

‘pour tout réel u, on a e* > 1+ u‘

2. Soit u € R.
D’apres la question B.1. appliquée en —u, on a pour u <1 :

0

IN

l-u<e™ donc (1-u)"<e™

par croissance de la fonction x ~ 2™ sur R,.
D’apres la question B.1. appliquée en u, on a pour u > -1 :

1
0<l+u<e" donc e™  ——
(1+u)r
L . 1
par décroissance de la fonction z — 27" = — sur Rj.
x
Ainsi :
(1-u)"<e™ siugl
1 :
e —— siu>-1.
(1+u)"

3. Soit n un entier naturel non nul.

1
La fonction z — (1-22)" est continue sur [0, 1] donc |I'intégrale f (1 -2%)™ dz converge| (c’est une
0

intégrale ordinaire).




. 2 .
La fonction z — e " est continue sur [0, +oo].
2 2
On a pour tout z € [0, +o00[, 0 < ™" L™,

+00
Or, d’apres la question A.3., I'intégrale f e da converge.
0

On en déduit par comparaison par inégalité que :

+00
. 7/ —_— 2
I'intégrale / e " dx converge.
0

La fonction = — m est continue sur [0, +oo].
x
1 1
& s o~ .

On

1 too ]
Comme pour tout x € [1,+oo], —-20et [ —-dx converge (intégrale de Riemann en +oo avec
T 1 ="

2n > 1), on en déduit par comparaison par équivalent que :

+oo 1
I'intégrale /0 mdm converge |.

Pour tout « € [0,1], on a u = 22 < 1 donc d’aprés la question B.2, (1 - z2)" < em2”,
Par croissance de l'intégrale (0 < 1), on en déduit que :

1 T T T too
/ (1-2?)"dx < / e dz puis f e dr < / e dr + f e "™ do
0 0 0 0 1

(par positivité de l'intégrale (convergente) car pour tout x € [1, +oo[, exp(-nx?) > 0).

22

Pour tout = € [0,+00[, on a u = 22 > -1, donc d’apres la question B.2, e™ donc par

S _
(1+22)"
croissance de l'intégrale (les deux intégrales en jeu convergent) :

+o00 9 +o00 d.T
[Temtae [T
0 o (I+z?)"

1 +00 +00 d
/ (1—x2)”dx</ e‘”’”Qdmsf S
0 0 o (1+zx?)»
4. Soit n € N*,

En utilisant le changement de variable x = sinf (licite car 6 — sinf est de classe €* sur [0,7/2], de
dérivée 0 — cos @, avec une intégrale ordinaire), on obtient :

Ainsi :

1 w2 /2
/0 (1-2*)"dx = /(; (1 -sin®6)" cosfdf = [} cos?™ 1 0dl = Wy, 1.

1
En utilisant le changement de variable z = TU (licite car changement de variable affine, avec une
n

intégrale convergente), on obtient :

+o00o 9 +00 9 1 +00 9
dr= [ e ——du=— [ e du
‘/(; (§ i 0 (§ \/ﬁu \/ﬁ 0 (§ u

Enfin, avec le changement de variable = = tan@ (licite car 6 — tanf est de classe €’ et strictement

croissante sur [0,7/2[, de dérivée 6 — , avec une intégrale convergente), on obtient :

cos?

+00 dz /2 1 1 w2 1
- a0 = [ (o 0)"— 2 0 = Wan o
/0 (1+x2)n fo (1 +tan?6)" cos? § 0 (cos”6) cos? 6 an2

3




La relation de la question B.3 devient alors pour tout n € N* :

1 +oo 42
W2n+1 < %/O e tdt < Wgn_g.

s VT
20+ 1) < 2 /0

(suite extraite) donc

5. En admettant que W,, ~ 4/ 1, on obtient Wy, .1 ~
+00 on +00 2(

. T . ) T
lim /nWopit = % et de méme, lim /nWsy,_o = %
n—+oo n—+00

Par passage a la limite dans les inégalités trouvées en B.4 apres multiplication par \/n, on obtient :

ﬁ < f+oo €_t2dt < ﬁ
2 0 2
On en déduit la valeur de I'intégrale de Gauss :

+00
f e’ dt = ﬁ
0 2

6. Soit a €]0, +oo[. La fonction ¢ = e~ est continue sur R.

En utilisant le changement de variable x = \/at (licite car changement de variable affine) dans I'inté-
+00

+o00
grale convergente [ e dx, on obtient que I'intégrale f e-atWE dt converge et a méme valeur.
0 0

+o00

Comme /a # 0, on en déduit que / e dt converge et on a par linéarité :
0

+00 1 +00 1
f et qt = — f e\ Ja dt = —ﬁ
0 Va Jo va 2
De plus, comme la fonction ¢ — 9 est paire, par le changement de variable u = —¢, on obtient que

0 +00
I'intégrale / e dt est de méme nature que l'intégrale f emat’ dt, elle est donc convergente, et
0

—00
elle a la méme valeur.

+00

On en déduit que 'intégrale / e qt converge et on a :

—00

+00 0 +00 +00
f e dt = f e dt + f e dt =2 / e dt = \/f
—o0 -0 0 0 a

+o00 T
L’intégrale f e qt converge et a pour valeur \/j .
a

— 00

C. INTEGRALE DE DIRICHLET

1 - cos(t)

1. La fonction t —
t2

est continue (par morceaux) sur ]0,+oo].
On sai r 2) q & 2) 4 r
* On sait que cos(t) =1 - 7+ tgo(t ) donc 1 - cos(t) = 77t tgo(t ) donc 1 - cos(t)t:OE.
1-cos(t) 1
— =5
1 —cos(t)
t2
est donc convergente car faussement impropre.
1 —cos(t) L+ |cos(t)| 2
2 = 2 T2
+00

+00
L’intégrale f t_2dt converge (Riemann en +oco avec 2 > 1) donc par linéarité, f —dt aussi.
1 1

. e L . *0 1 —cos(t)
Par comparaison par inégalité, on en déduit que l'intégrale f —
1

On en déduit que ltin(}
11— cos(t)

i

La fonction ¢ — est donc prolongeable par continuité en 0 et 'intégrale f
0

* On a pour tout ¢t € [1,+o00[, 0 <

dt converge absolument

4



donc converge.
On a donc prouvé que :

too 1 — t
I'intégrale [ %()dt converge.
0

1
2. Les fonctions f:t~ 1-cos(t) et g:t n sont de classe €' sur |0, +oo[, de dérivées respectives
1
frit>sin(t) et g it~ gl
t
On a pour tout t €]0, +oo[, f(t)g(t) = &()
t2
Ona f(g(t) o
On a pour tout t €]0,+o00[, 0 < |f()g(t)] < i donc par le théoréeme de limite par encadrement,
tlim f)g(t)=0¢eR.
—+00

= % donc ltm& f(t)g(t)=0eR.

\V)

oo oo cos(t) — 1
Par intégration par parties, on en déduit que les intégrales / f@)g' (t)dt = / (t—)dt et
0

/ - f(t)g(t)dt = / ” Wdt sont de méme nature.
0 0

— cos(t)

+00 1
D’apres la question précédente, I'intégrale / - 2 dt converge donc :
0

oo sin(t)

dt converge.

I'intégrale f
0

sin((n+1)t) -, sin((2n+1)1)

sint

de fonctions continues dont les dénominateurs ne s’annulent pas sur 0, 7 ].
sin((2n+1)t)  (2n+1)t sin((2n + 1)t)
a —_—

3.(a) Soit n e N.

Les fonctions ¢ — sont continues sur ]0, 7] en tant que quotients

On . =2n+ 1 donc lim - =2n+1eR.
sint 2%0 e t—0 sint
De méme, %i OM 2n+1¢€eR.
in((2n + 1)t in((2n+ 1)t
On en déduit que les fonctions ¢t — M et t— M sont toutes deux prolongeables
sin

par continuité en 0.
/2 sin((2n + 1)t /2 sin((2n + 1)t
Les intégrales [ Mdt et / M
0

. dt sont donc convergentes.
o sint t
Ainsi :

lles réels I,, et J, sont bien définis. ‘

3.(b) Soit n € N. On a par linéarité puis en utilisant une formule de trigonométrie :

Lo—1, = [Wﬂ sin((2n + 3)t)_— sin((2n +1)t) df - /“/2 2003((2n.+ 2)t) Sintdt
0 sint 0 sint

= /0”/2 2cos(2(n+1)t)dt = [nJlr : sin(2(n + l)t)]:/Q

L (sin((n + 1)) - sin(0)) = 0.

‘Pour tout neN, I,,1 -1, = 0.‘

On en déduit que la suite (I,),ey est constante.

/2
Comme [ = / —dt = [ 1dt = g, on en déduit que :
0

0 sint

7
pour tout ne N, I, = 5




1
3.(c) Soit n € N. Les fonctions ¢ et t — 5T cos((2n + 1)t) sont de classe €' sur [0,7/2], de
n

dérivées respectives ¢’ et t — sin((2n + 1)t).
On a alors par intégration par parties (intégrales ordinaires) :

[0 2 () sin((2n + D))t = [—@(t) — ! © (1) cos((2n + 1)t)dt

Lo, 20O / :
=0+ a1 2n+1 ' (t) cos((2n + 1)t)dt.

1 cos((2n + 1)t)] t o

1 x ,
On a lim 1= 0 et la suite ( /2 @' (t) cos((2n + 1)t)dt) oSt bornée car pour tout n € N, on a

n—+o0 2, +
par inégalité triangulaire et croissance de l'intégrale :

/2 /2
< f /()] [ cos((2n + 1)1)| dt < f 1o ()] dt
0 0

<1 M
ne dépend pas de n

‘/;W/Z O’ (t) cos((2n + 1)t)dt

On en déduit que :

n—+0o

/2
lim w(t)sin((2n+1)t)dt =0
0

3.(d) Soit n € N. On a par linéarité :

Jp -1, = fom (1 - L) sin((2n + 1)t)dt = fow/z o(t) sin((2n + 1)t)dt,

t sint

1 1
ou ¢ est la fonction définie par : ¢(0) =0 et pour tout ¢ €]0,7/2], p(t) = Pt
sin

Montrons que la fonction ¢ est de classe € sur [0, 7/2].
Il est clair par les théorémes généraux que la fonction ¢ est de classe € sur ]0,7/2] et on a pour
tout ¢ €]0,7/2] :

cost  t2cost—sin’t

¢'(t) =

(smzf)2 25t
On a de plus pour tout ¢ €]0,7/2] :
sint — ¢ 53t
t) = =L 0=(0).
#(t) = tsint t0 t><t 6;3) #(0)

On en déduit que ¢ est continue en 0.
On a de plus au voisinage de 0 (développement limité a 'ordre 4 au numérateur) :

2sin’t t2sin’t 2aint o012 x 2 G

1
Ainsi, ¢ est continue sur [0,7/2], de classe € sur ]0,7/2] et tlir(% oO'(t) = 5 ¢ R donc par le théoréme

de limite de la dérivée, on en déduit que ¢ est de classe €* sur [0, 7/2].
Par la question précédente, on en déduit que :

lim (J, - 1I,) =0.

n—>+00

3.(e) Soit neN. On a :

/2 sin((2n + 1)t
1)dt.
In = f “nan 2t



Par le changement de variable affine u = (2n + 1)t dans cette intégrale convergente, on obtient que :

Jn _ f(2n+1)7r/2 Sinudu.
0

U
2n+1)7w T ginu
Or, on a li{rn % = +o0 et 1ir+n du = I d’apres la question C.2 donc par composition :
n—+oo Tr—>+00 J( u
+ 00 t
tim Jo=1= [ ﬂdt
n—+oo

3.(f) On a pour tout neN, J,, = (J,, = I,,) + I, = (J, — I,,) +g d’apres 3.(b) et donc avec 3.(d), on en

déduit que lim J, _72T

n—+o00o

Par 3.(e) et par unicité de la limite, on obtient :

+00 t
f sin df =
0 t 2

4. Soit n € N*. On a par le relation de Chasles (intégrales ordinaires) :

f”” |smt|d _ Z / |smt|
™ -Dm
|sint| _ |sint|

Or, pour tout k € [[2,n] et pour tout ¢t € [(k—1)m, kn], on a 0 <t < k7 donc — > ;
T

croissance de I'intégrale, puis somme, on obtient :
nT | gint smt o1 km
f | |dt/2/ | —Z—[ | sin ¢|dt
T (k-1)m i km J(k-1)r
par linéarité.

La fonction t — |sint| est w-périodique car pour tout ¢ € R, |sin(t + )| = | - sint| = |sint|.
On en déduit que son intégrale a la méme valeur sur n’importe quel intervalle de longueur m donc
pour tout k € [2,n] (ce résultat se retrouve par le changement de variable t =u+ (k- 1)) :

donc par

k-1)m

km T ™
/( |sint|dt = f | sinu|du = / sintdt = [-cost]f=1+1=2.
0 0

On en déduit par ce qui préceéde que pour tout n € N* :
nTo|sint 2 &1
f lsintl 5 2 > -
s t T k=2 k
n1

Or, la série harmonique étant divergente et a termes positifs, on sait que lim Z — = +00.
n—+oo =2

e L : ’”r|smt|

Par inégalité, on en déduit que lim —dt =

n—+oo T

@ |smt|

On en déduit que la fonction x ~ / dt n’a pas de limite finie en +oco (car sinon, comme

lim nm = +o00, on obtiendrait une Contradlctlon par composition des limites).

n—>+oo

+00
On en déduit que 'intégrale /

Ainsi :

sm t Sm t

dt diverge également.

dt diverge donc l'intégrale f
0

e +oo gint
I'intégrale f Tdt n’est pas absolument convergente.
0




PROBLEME 2 : EXTRAIT MINES PC 2022

. - s 2" _
A. 1. On sait par le cours que la série entiere Z — = Z n~ 2" a pour rayon de convergence 1.

n>1 n n>1
Il y a convergence de la série numérique pour tout complexe z appartenant au disque ouvert de
convergence, qui est donc ici D.

Ainsi :

/. z"
pour tout z € D, la série Z — converge.
nzl

Soit z €] —1,1].

1)+l
On sait que pour tout x €] - 1,1[, In(1 + ) = Z )

1
En appliquant cette égalité avec x = —z, on obtient In(1 - z) = Z ( ) ( 12" = Z —
n=1 TL

On en déduit que :

pour tout z €] - 1,1[, L(2) == ) . -In(1-2).
n=1 T

A.2. La fonction ® est la somme de la série entiere Z —t” (selon la variable ¢, z étant fixé dans D).
n>1 T

Notons R son rayon de convergence.
n

z

Soit t € R,. D’apres la question précédente, si [tz| < 1 alors la série Z —t" converge.
nxl

Si z =0 alors on en déduit que la série converge pour tout ¢t € R, donc R = +0o0.

1 1
Si z # 0 alors on en déduit que la série converge pour tout ¢ € R, tel que ¢ < H donc R > H > 1
z z

(puisque |z| < 1).

On constate que dans tous les cas, [-1,1] c] - R, R[.

Or, on sait par le cours que ® est dérivable sur | — R, R[ et on peut dériver terme a terme sur cet
intervalle. C’est donc en particulier vrai sur [-1,1] et on a pour tout t € [-1,1] :

+00 +00 +o00
()= 2"t =2y ()" =2 ) (2t)" = ﬁ puisque |zt| < |z] < 1.
n=1 n=1 n=0

Ainsi :

O :t— L(tz) est dérivable sur [-1,1] et on a pour tout t € [-1,1], ®'(t) =

1-2t

A.3. On sait alors par le cours (PCSI) que la fonction exp(®) est dérivable sur [-1,1] et a pour
dérivée t > /(1) exp(®(1)) = - & - exp(L(=t)).
-z

Par produit, on en déduit que la fonction ¥ est bien dérivable sur [0,1] et on a pour tout ¢ € [0,1] :

U'(t) = —zexp(L(zt)) + (1 -tz) N —Zzt exp(L(zt)) =0.

Comme la dérivée de U est nulle sur l'intervalle [0, 1], on en déduit que :

la fonction W est constante sur [0,1].

On a donc pour tout ¢ € [0,1], U(¢) = ¥(0) = €20 = ¢ = 1 donc en particulier pour ¢ = 1, on obtient
(1-2)el) =1 d’ou:

exp(L(2)) = .




z n
A.4. Soit z € D. Comme |z| < 1, on sait par la question 1 que la série Z u converge et a pour
n>1

somme L(]z]) = —In(1 - |z]).
Par inégalité triangulaire, on a alors :

+Oozn +oc|z|n
L) =S 2« S ED - - ).
L= (% 2 < S -t

Pour tout n € N*, 2 € D donc en appliquant ce qui précede a 2z, on obtient 0 < |L(2")| < —In(1-|z[").
De plus, on a —In(1 - |z|?) ~ |z|* car lim |2|" = 0 (puisque |z| < 1).

n—-+oo
Or, la série géométrique Z |z converge (puisque |z| < 1) donc par comparaison par équivalent puis
par inégalité, on en déduit que la série Z L(z") converge absolument donc converge.

Pour tout z € D, la série ) L(z") converge.

+00
A.5. L’exponentielle ne s’annule pas sur C donc | P(z) = exp (Z L(z")) #0.
n=1

On a pour tout N € N* :

o (226 - Tew ) - T

d’apres la question 3 car 2" € D pour tout n € N*.

Lorsque N tend vers +oo, le membre de gauche tend vers P(z) par définition et par continuité de
I’exponentielle sur C.

On en déduit que :

N

P(z)= lim ]

]\7—>+<>on:1 1- Zn.

Soit ¢ € R*. En appliquant 1’égalité ci-dessus avec e~ (ce qui est possible car |e7t| < 1), on obtient

pour tout N € N* :
N 1

exp (]z:L(e_"t)) =11

-nt’
n=1 I-e

Chaque terme du produit ci-dessus étant strictement positif (pour tout n € N*, e < 1), on en déduit
que :

In (exp(lzv: L(e”t))) = ln(n 7 _t_nt) =-> In(l-e™).

n=1 n=1 =1

N
: -nt _ -t
On a Nlirfloo exp (ngl Le™)|=P(e™) > 0.

Par continuité de la fonction In sur R*, on en déduit que le membre de gauche de 1’égalité a pour

limite In(P(e7?)) lorsque N tend vers +oo.

Le membre de droite a alors une limite finie lorsque N tend vers +oo donc la série Z In(1-e™)
nz1
converge et on obtient en faisant tendre N vers +oo :

In(P(e™)) = —i:ln(l —e ™).

1

B.1. La fonction ¢ est continue en tout point de R\Z et pour tout n € Z, ona lim ¢(z) =n-(n-1) - 3
1 1
¢ 1 AP
e ziril+q(x) n-n-g=-g

N =



Ainsi, sur chaque segment, ¢ n’admet qu'un nombre fini de points de discontinuité en lesquels elle
admet des limites a gauche et a droite finies donc ‘q est continue par morceaux sur R ‘

De plus, la fonction partie entiére vérifie Vz € R, |z + 1] =|z|+ 1 donc :

VreR, q(x+1):(m+1)—[x+1j—%:93+1—[93J—1—%:x—[xj—%:q(:r),

donc ‘q est 1-périodique ‘

Il reste a montrer que la fonction |g| est paire.

Soit z € [0, 1].

On a ¢(z) =z - 5 <0 donc |q(x)| s-zetq(-z)=-z-(-1)-1=-z+3>0donc |¢g(-z)| = -z + 3.
On a donc pour tout z€[0,1], |g(- x)| lg(z)].

Pour tout z € [-1,0], en apphquant I'égalité précédente en —x, on obtient aussi |¢(-x)| = |q(z)|.
Soit z € R. Notons y =z — |x]. On a y € [0, 1[.

Siye[0, ] on a par 1-périodicité et par ce qui précede :

lg(=2)| = lg(=z + [z])] = la(=v)| = la(y)] = la(= — [=])| = |g(x)]-

Siyels,1[, alors y—1€e[-35,0] et on a :
lg(-2)[ = lg(-z + [z| + D] = lg(=(y - 1))| = la(y - )| = a(z - [z] - )| = |g(x)]-

On a donc pour tout = € R, |¢(-x)| = |¢(z)], ce qui prouve que :

la fonction |g| est paire.

q(u)

B.2. Soit ¢ > 0. La fonction u ~ p
et —

u > et — 1 est continue sur [1, +oo[ et ne s’y annule pas).

On a pour tout z € [0,1], |¢(z)| = 3 -z < 3 et pour tout z € [-1, 0], on a par parité, |¢(z)| = |g(-z)| < 3
puisque -z € [0, 5].

Par 1-périodicité, on en déduit que pour tout z € R, |¢(z)| < 3.

Par conséquent, pour tout v > 1, on a :

est continue par morceaux sur [1,+oo[ (car la fonction

u? Q(U) ‘

26tu_

Uu _
Or, ~ ufe™™ — 0 (théoréme des croissances comparées).
elt — 1 u—+oo t—+o0

=0 donc :

u
On en déduit par le théoreme de limite par encadrement que lim > (t]u( )1
u—+o00 e —_

9(v) _ (i)
ettt — 1  u—+oo \ 42

+o00 U
Or, l'intégrale de Riemann / — est d’exposant 2 > 1 donc elle converge.
1 u

+00 u
Par comparaison, on en déduit que l'intégrale [ (tzu( )1
1 etv—

q(u)

etu

du converge.

+o00
Pour tout réel t > 0, I'intégrale [ 1du est bien définie.
1

B.3. Soit n € N\ {0,1}. On a par la relation de Chasles et apres le changement de variable affine

t=u-Fk:
n n-1 k+1 n-1 1
1 u i Jk U i Jo  t+k
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Comme ¢ est 1-périodique, on a q(t + k) = ¢(t) pour tout t € R et tout k € Z donc :

.[n#duzgfolfgl)ﬁ :Zi/o ol :Zi/( t+ k:)dt_kzl( (k+%)foli_tk)

1
Or pour tout k€ [1,n - 1], f ti_tk: = [In|t + &|]} = In(k +1) = In(k). On a alors :
0

fj#du- z(m )(lnk+1)—ln(k))

- Z(/{+ )1n(k+1)+§(k+%)ln(k)

2(1“ )ln(k+1) Z(k 1)+= )ln(k:) Zln(k:)
=(n—1)+1n((n—1)!)—];[(k+§)ln(k+1)—((k )+ )m(k)]

IS S
—_ e

Cette derniere somme étant télescopique, on en déduit :

[n %u)du =(n-1)+In((n-1)!) - (n— %)ln(n)
=(n-1)+In((n-1)!'xn)-In(n) - (n— %)ln(n)
=(n-1)+1In(n!) - (n+ %)ln(n)

ce qu'il fallait démontrer.
La seconde égalité s’obtient en écrivant n =In(e™) et (n +5 )ln(n) (n’”%) =In (n"\/ﬁ)

B.4. Soit x e R?. On a :

0< [ﬂﬁq(U)du <f“’ a2l 4., fl’du (e
h lz] U h lz] U 2 2 .I'J .
o] g,

Oronaz-1<|z]<zdoncl-1«< 2l < 1. Par le théoreme des gendarmes, on obtient : lim ==

T T—+00

Et par continuité du logarithme : hm In (L ) =In(1) =

L’encadrement ci-dessus donne donc par le théoreme des gendarmes :

limf 2 4, _ o,
o] u

T—>+00

+00
Voyons comment en déduire que 'intégrale f a(u )du converge.
u

1

mqlu
Tout d’abord, notons que la question précédente permet de démontrer que la suite ( f Mdu)
1 u nz2
converge puisque par la formule de Stirling, on a

| o1
lim ne —\/

n—>+oo nn
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et donc par continuité du logarithme :

n | o1
f Q(u)du:ln( nle )_ { In(2m) 1
1w n™/n notoo D

Alors, pour tout réel x au voisinage de +oo0, on se ramene au cas d'un parametre entier avec la relation

de Chasles : 2]
[ramy, . (e, o,
1 U 1 U lz] u

Comme |z]| € N tend vers l'infini quand 2 — +o0, ce qui précéde montre que, par composition de

Ed In(2
timites : lim [ 40 g, - 2T
r—>+00 Jq U
d’apres la résolution en début de question. Alors, en tant que somme de quantités ayant une limite

finie, on a :
lim f q(u) ln(227r) -1+0.

- 1. La seconde intégrale a une limite nulle quand x - +o0

Ceci démontre que :

e *oo _In(2
I'intégrale / a(u )du converge et on a [ q(u)du = lim / q(u n(2r) - 1.
1

u 1 T—>+00 2

B.5. La fonction u ~ In(1 - e™) est continue sur |0, +oo[ (on a bien pour tout u >0, 1 —e™* > 0).
Comme lim e™=0,ona-In(l-e™) ~ e™

u—>+00 U—>+00

+o00
Or, pour tout u € [0,+oo[, e > 0 et l'intégrale f e "du converge (intégrale de référence avec
0
a=1>0).
+00

+00
On en déduit que 'intégrale f —In(1 -e™)du converge donc f In(1-e™)du aussi.
1 1

-Uu U

On sait par ailleurs que e™ -1 ~ —u donc 1 -e™ ~ u. Montrons que In(1-e™) ~01n u.
u—

u—0 u—0

On a pour tout u >0 :

In(1-e) _ In((1-e*)/u) +Inu _ In((1-e%)/u) 1

Inu lnu Inu u—0

puisque linéln((l —e)/u)=Inl1=0.
1
On a donc —In(1-e™") NO—lnu, pour tout u €]0,1], —lnu > 0 et U'intégrale [ Inudu converge
uU—> 0
(intégrale de référence).

1 1
On en déduit que 'intégrale [ —In(1-e™)du converge donc f In(1-e™)du aussi.
0 0

Ainsi :

+o00
I'intégrale f In(1-e™)du converge.
0

1-e*

B.6. Suivant l'indication de I’énoncé, nous allons d’abord démontrer que la fonction g : x

x
est décroissante sur R*. Elle est dérivable sur R* en tant que quotient de fonctions dérivables dont
le dénominateur ne s’annule pas, et on a :

efz-(l-e?) (I+x)e”-1

Ve eR], g'(z)= ; 5

€T T

Or, par convexité de I’exponentielle, on a pour tout z € R, e* > 1 + x.

Ainsi, Vx e R*) 1> (1 +2)e™®, ce dont on déduit Vx e Rz, ¢'(x) <0

Ainsi, la fonction g est décroissante sur R* donc la fonction Inog 'est également (on a bien g > 0 sur
R%). On en déduit :

Vt€]0,1], Yue]0,1], In(g(t)) <Iln(g(tu)) < lignln og.

12



On a prouvé a la question précédente que lign Inog =1In(1) =0.
Intégrons I'inégalité ci-dessus sur ]0,1] (les intégrales en jeu convergent, u — In(g(tu)) est continue
sur ]0,1] et prolongeable par continuité en 0). On obtient :

Vi €], 1], folln(g(t))dugfolln(g(tu))dusfol()du,

c’est-a-dire : .
vt e]0,1], In(g(t)) < f In (g(tu)) du < 0.
0

Comme on I’a vu ci-dessus, on a : %ing In(g(t)) = 0. Par conséquent, par le théoreme des gendarmes,

1
cet encadrement démontre qu’on a : thrél / In(g(tu))du =0. On a donc démontré :
-0t 0

1 1 _ o—tu
lim ln( ¢ ) du = 0.
t—=0* Jo tu

Or:

tu

1 1—etu 1 1 - et 1
Vit >0, f In ( . ) du = / ln( ) du + / In(u)du (intégrales convergentes)
0 0 0

1 1—-etu 1 1
donc : lim / ln( ; )du = f In(u)du = [uln(u) - u], = -1.
0 0

t—0*
En conclusion :
1 1 _ e—tu
lim In ( ) du=-1.
t—=0* Jo t

i * k k
B.7. Soit k£ € N*. Comme v k %1

que du signe de q. Or I'expression de la fonction ¢ montre que :

q(z) <0 sizel0,2
Ve e[0,1], {q(x)go siweg,1

> () pour tout u € [ ], le signe de I'intégrande de uy(t) ne dépend

]
[

Par 1-périodicité de ¢, on a donc :

kE k+1 | ~lg(x)| <0 sik est pair,
Vxe]§, 2 [’ (x)—{ lg(z)| >0 sik est impair.

On exclut les bornes pour éviter les distinctions de cas fastidieuses, et inutiles (car 'intégrale ignore
les valeurs en les points isolés, il ne colite donc rien d’étudier son signe en excluant les extrémités de
'intervalle d’intégration). On en déduit d’une part :

E kE+1

VIE]i,T[, g(x) = (~1)Fq ()],

et d’autre part que, par croissance de 'intégrale : u,(t) <0 si k est pair, et ug(t) > 0 si k est impair
(on a en effet établi plus haut que le signe de I'intégrande est dicté par le signe de q).
On a donc aussi, pour tenir compte de cette distinction de cas selon la parité de k :

ug(t) = (=1)"*ug ()]

La premiere égalité demandée est alors immédiate :

(k+1)/2 (=1 )k+1 (k+1)/2 ¢
(D*q(u) f la()l 4.,
k/2 etv — 1 k/2 etv —1

[ur(B)] = (=1)**tuy,(t) =

Tout ce qui précede démontre que la série Z u(t) est alternée : montrons qu’elle vérifie le critere
k>1
spécial des séries alternées :

13



— Pour tout entier k> 1, on a :

®+D/2 tg(u (k+2)/2 |g(u
\uk(t)l—luk+1(t)|=f Ja( )Idu_[( gl 4.,

k/2 et —1 ken)j2 et -1
i f<k+1>/2 ta(w)l, f““”/? tlatk+1-v)] (v=k+1-u)

k/2 etu _ 1 k/2 et(k+1*’u) — 1

(k+1)/2 t|g(u)] k+D)/2 Hq(v)| , :
“J et [y, gyt (dl pér ot paire)
f(k+1)/2 Ha(w)| ( 1 1 )d
= Jip q :L etv — 1 et(k+l-u) _ 1 u
>
>0

2 07

le signe du terme en facteur de t|g(u)| découlant du fait que Papplication u — et“;—l est dé-

croissante (on a u < k+ 1 —u pour tout u € [5, %])

Ceci montre que la suite (|ug(t)])ks1 est décroissante.
— Pour tout entier k> 1, on a :

1 G2 tdy 1 pGD/2dy 1 k+1 In(1)
<= —==-In[——] — —= =0,
k)2 etv —1 2 Jk)2 u 2

< <=
0\|Uk(t)|\ 2 k k—+00 2

donc par le théoreme des gendarmes : klim lug(t)| = 0.
—+o00

Ainsi la série Z u(t) est alternée, et la valeur absolue de son terme général décroit en convergeant
k>1
vers 0. Par le théoreme spécial des séries alternées, la série Z uy(t) converge et son reste est majoré
k>1
en valeur absolue par son premier terme :

= 1 n+1 1 1
Y * )] <|u,(t)] € =1 =—In{1+~—].
n € N*, éuk() |1, ()] 2n( . ) 2n( +n)

Or, par concavité de la fonction logarithme, on a pour tout entier n > 1 :

1 1
ln(1+—)<—,
n) n

donc :
sz":" 1
Vn e N, uk(t)| < —.
vt 2n
B.8. De la question précédente, il résulte que :
+ 00 Ry 1
VneN s k;zuk S%n:;o(),

ce qui démontre que la suite des restes de la série de fonctions Z ug, converge uniformément sur R,
k>2
vers la fonction nulle, et donc la série de fonctions Z ug converge uniformément sur R,.
k>2

+o00

En tant que limite uniforme de fonctions continues sur R,, la somme Z uy, est continue sur R,. La
k=2

continuité sur R, implique en particulier que, quand t - 0%, on a :

+o00 +00
lim > ui(t) = > ug(0).
=07 22 k=2
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Or par la relation de Chasles, on a
oo oo (k+1)/2 ¢ +oo
VieRY, > up(t) = Z f i(u) du = f 3‘(“)1 du,

et, par le méme argument :
too +00
> up(0) = / Mdu
k=2 1 u

Le calcul de limite ci-dessus se réécrit donc ainsi :

+oo +oo In(2
gy [ g, [, )
>0+ etv — 1 1 u 2
d’apres B.4.
+o00 t
B.9. Soit t > 0. En reprenant les arguments de la question B.2, on montre que les intégrales f - 4 7 du,
1 e u

du convergent. Ecrivons :

+00 t
f du et f
1
+o0 +o00 +o00 1 +00
[ tq(u) du = [ bu du—f Hul du—— t du
1 etv — 1 1 et“ -1 et — 1 1
+o00 k+1

- [1 / 2 [

+00 k+1 tk‘ 1 t
- du - f du- f du.
[ et“ B ,; e oem—1 2 i w1

t te~tu
Or une primitive de u - — 1= o est u— In(1-e™). On en déduit :
e u __ — e u

+00 tq(u) ~ [+oo tu +00 [k+1 Ctus gkl 1 a0
[T = [T Sk [ (- - (-],

:f+°° fu du—iok‘[ln(l—e_t(k”))—ln(l—e_tk)]+11n(1—6_t)
1oem-1 k=1 2 |

Simplifions les deux premiers termes du membre de droite.

Commencons par Y k [ln (1 - e’t(k”)) -In (1 - e’tk)] : pour obtenir In(P(e?)), il faudrait faire ap-
k=1

+00
paraitre la somme Z In (1 - e‘tk). Posons pour abréger :
k=1
VkeN* a= ln(l - e‘tk) ,
+00
de sorte que la somme a simplifier ci-dessus s’écrive : Z k(a1 — ax). On a alors, pour tout entier
k=1
N>1:
N+1 N+1
Z k(ags —ag) = Z kag.1 — Z kay = Z (k-1)ag - Z kay = Z ap+ Nani, —a;
k=2
N+1
= - Z ak+NaN+1.
k=1

Les séries Z k(aps1 — ag) et Z aj convergent : pour la premiere, cela découle du calcul d’intégrale
k>1 k>1
plus haut, et pour la seconde on note que c’est la série dont la somme apparait dans la question A.5.

Par conséquent, il est sensé de prendre la limite quand N — +oo dans cette égalité, et on a :

Zk(ak+1—ak)— ZakJr hrn Nan,.
k=1
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+00

(Nous avons effectué une transformation d’Abel.) D’aprés la question A.5.,ona: - Y a; =In(P(e™)),
k=1
et de plus, pour NV au voisinage de +oo :

Nayoy = Nln(1 - D) o NtV

N—+o0 N—+o00

par le théoreme des croissances comparées. On a donc montré :

fk (a1 —a1) = n (P ().

et donc :

+00 +oo
[ ta(u) du= [ MUy (P () + Sl (1-e).
1 1 et —1 2

etv — 1
+o0 tu +oo
Enfin, pour exprimer 'intégrale / - 1du en fonction de f In(1-e™)du (Iintégrale qui
1 et — 1

figure dans l'identité de I’énoncé), nous allons effectuer une intégration par parties :
— en dérivant u — u, qui est de classe €1 sur [1,+o00[ et de dérivée u— 1;

— en intégrant u — , qui est continue sur [1,+o0[ et dont une primitive est, on I’a vu,

urIn(1-et).
Puisque I'intégrale est généralisée, nous devons préalablement vérifier 'existence du terme [wln (1 - e~*#)];™.

On a:

etu _

lim uln(1-e™)=0,

U—>+00

par un calcul analogue a celui effectué plus haut avec Nay,1. Il n’y a donc pas de probleme d’existence.
La formule de l'intégration par parties nous donne donc :

+oo +oo +00
[ - - - [T m—emdu- -9 - [ -
1 1 1

etv — 1

On peut enfin conclure :

fl”" ta(u) 4, - (_1n(1—e-t) - flm In (1 —e‘t“)du) S (Pet)) + %ln(l—e_t).

etv — 1

C’est-a-dire, apres simplifications, le résultat voulu :

[1+°° fa(w) du = _%hl(l —e")-In(P(e™)) - [1+°° In(1-e™)du.

etv — 1

10. Soit ¢ > 0. D’apres la question précédente :

()=~ [ Si(f)ldu - %111(1 —et)- [Tmi-eyau,

Etudions le comportement asymptotique de chaque terme quand ¢ — 0+. Tout d’abord, on a :

(1= =In (t+tgo(t)) “In (t(l +t30(1)))) ~ In(t) +1n(1 +t30(1))).

Il découle deux choses de ce développement asymptotique. D’abord, du fait que le second terme tende
vers In(1) =0 quand ¢ - 0*, on a :

1 oy In(?)
—Eln(l—e )——T+ o (1).

t—0
1
D’autre part, on en déduit que : —In (1 — e~*) ~, .o —In(u) > 0, et donc que les intégrales / In(1-e™)du
0

1
et / In(u)du sont de méme nature (notons qu’on inteégre bien une fonction continue sur ]0,1]).
0
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Comme la seconde converge (c’est une intégrale de référence), on en déduit que la premiere converge
aussi. On a alors :

+00 +oo 1
f ln(l—e’t“)du:f ln(l—e’t“)du—/ In(1-e™)du
1 0 0
+00 1 1 - e tu 1
=[ ln(l—e_t“)du—/ ln( )du—/ In(t)du
0 0 t 0
+00 1 1_6_tu
:[ ln(l—e_t“)du—/ ln( )du—ln(t).
0 0 t

La seconde intégrale a pour limite —1 quand ¢t - 0* d’apres la question B.6. Ensuite, on effectue le
changement de variable v = tu dans la premiere intégrale. Il est licite car affine. On a dv = tdu, et

donc :
f+<><>1 1- _t“)du—lerooln(l—e_“)dv——7T—2
0 n(l-e tJo 6t

d’apres B.5. Ainsi :
+00 tu '/T2 1 ]
fl In(1-e)du =~ + 1=In(t) + 0 (1),

Si 'on compile tout ce qu’on a démontré jusqu’a présent dans cette question, on a :

(P (e =~ [0, 2O (-”-2 1=l + 0, (1)

etv — 1 2 6t
_ _[+°° tq(u) du In(¢t) =2
1

+—-1+ o (1).
ETE 2 6t t—»()()

+oo ¢ In(2
Or, d’apres la question B.8, on a : / g(u) du = n(2m)

-1+ o (1).
1 etv — 1 2 t—>0()

On a donc, en conclusion :

In(P (")) = g—j + @ - @ + o (1).
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