Corrigé du DM ??

Exercice 1 : (niveau Centrale)

Notations
R, [X] désigne I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & n & ccefficients
réels.
(H,)jen désigne la famille de polynémes définie par Hy = 1 et, pour tout j € N*,

197

Hj = i [ -i).
=0

Pour (k,n) € N2, on note (Z) le coefficient binomial k& parmi n. On a (8) =1et
(Z) =0sik>n.
[a,b] désigne I'ensemble des entiers compris entre a et b. Ainsi, [a,b] ={n € Z | a <
n < b}.
A. Une premiere formule

Q1. La série entiere réelle E 2" a pour rayon de convergence 1 et
n=0

1

1—a

—+oo
Ve e]-1;1], Zx" =
n=0

Q2. D’apres Q1 et le théoreme de dérivation des séries entieéres, la série entiere réelle
nz" a pour rayon de convergence 1 et par dérivation de la fonction rationnelle

n=0
T s,
400 1
. n—1 _
VIE]—l,l[,;nx A=
Donc : Vz € |-1;1],
+oo +oo
an" :0—|—an"
n=0 n=1
+oo
:xZnaz” !
n=1
B T
(1 -2)?

Conclusion :

la série entiere réelle Y nz™ a pour rayon de convergence 1 et

+oo
Vo e]-1;1[, > na”
n=0

a7

Q3. Montrons par récurrence : Vk € N, P(k) : la série entiere ™=k a pour rayon
k Yy
+oo
de convergence 1 et Vz € |-1;1[, > (})a" % = W
n=
Initialisation : pour k = 0, P(0) est vraie d’apres Q1.

Hérédité : soit k € N, on suppose P(k), par dérivation de la série entiére » (Z)x"’k

qui est de rayon de convergence 1 par hypothése de récurrence, la série entiere
> () x (n—k)z" %! est de rayon de convergence 1 et par dérivation termes a
termes et dérivation de la fonction rationnelle z — W :

+oo

n n—k— k+1
Ve e|-1;1], Z (k)(n—k)x kl:m
n=k+1
orVn >k +1, Z—I_}f(;;) = (kj_l), donc, pour tout x € |—1;1],
+§ ( n )xnkl 1
— k2’
Nt E+1 (1—2x)

d'ont Pk + 1).

Donc par principe de récurrence, pour tout k& € N, la série entiere ) - (:) "k a
“+o0
pour rayon de convergence 1 et Vo € |-1;1[, > (})z" % = W

n

De plus, pour tout (k,n) € N> n < k = (k) = 0. Donc : pour tout k£ € N, le rayon

de convergence de la série entiere ) -, (})a* est 1 et pour tout € ]—1;1],

= /n k+°° n —k z®
Z(k)x - Z(k)x T @ a)HT
n=0 n=k

n
Pour k € N, la série entiere Z ( k) 2™ admet 1 pour rayon de
n=0
convergence et que, pour tout x €] —1,1],

> (1) = g

n=0
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B. Utilisation d’une famille de polynémes

“+ o0
Pour tout k € N, on note fi : x — Z nFzm.

n=0
Q4. Soit k € N, on sait que le rayon de convergence de la série entiere > n¥Fz" est 1,
donc :

[ pour tout k£ € N, f;, est définie sur | — 1, 1[}

Q5. Soit k € N. La famille (Hy,...,Hy) est une famille de polynémes non nuls de
degrés distincts, c’est donc une famille libre de k + 1 polynomes de Ri[X] qui est un
espace vectoriel de dimension k + 1.

Donc

(Hy, ..., Hy) est une base de Ry [X] et il existe une unique famille
k
(k05 - -+, 0 i) dans RF+1 telle que Xk = Zak,jHj, ce sont les
7=0

coordonnées de X* dans cette base.

k k

Q6. Soit k € N, alors X* = 'Zo ay,jHj et par évaluation en 0 : 0F = %ak,jHj(O) =
j= i=

oy 0. Donc :

(a0,0:1sik:0eth>1,ak,0:0,]

De plus, Vj € N, deg(H;) = j et son coefficient dominant est %, donc par identification

k
du coefficient de X* dans X* = Y o H; 1= ak,k%, donc :
§=0

(VkeNape=#H)

k
Q7. Soit (j,k) € N2 tel que 1 < j < k. On sait que X¥ = Y ay;H;. Donc par

i=0
évaluation en j :
k
jk = Zak,sz(j)
i=0
L . = ; 11T 4
Or, pour i > j + Hi(j) = & T (i =m) = 0, et pour i € 03505 I = m) = ().
m= m=
Donc :
k j—1 ]
G* = Zak,iHi(j) = Zam<> +ag; x 140
1=0 =0 !
Donc :

=1 ,.
pour tout couple (j, k) € N? tel que 1 < j <k, oy j = g* - Z (j,>ozk,i.
i
i=0

Q8. Soit k € N, on sait que la série entiere Y n*2™ a pour rayon de convergence 1 et
Ve el]-1;1]:

+oo
fule) = 3 nta
n=0

“+o00 k
=> D aw;Hjn) | 2"

n=0 \ j=0

j-1 . .
Or H;(n) = % I1(n=1) ~ %nf et la série entiere Y n/a™ a pour rayon de conver-
Y =0 n—+oo J°

gence 1, donc toutes les séries entiéres >~ H;(n)z™ ont pour rayon de convergence 1
et : Ve €]-1;1[:

fe(z) =

“+o0o
(ak,j Z H; (n)x”)
n=0

(5 0))

.
ESE M;v
o

J

= |

-3 (o)
1 - . :
= Ty 2 (e’ —)")
7=0
- ﬁ x Py(x)

k . .
avec Py = > ;X7 (1 — X)*=J. De plus si Q € R[X] tel que Vo € |-1;1], fr(z) =
§=0
%, alors : Vo € |—1;1[, Py(x) = Q(x), ainsi le polynéme P, — @ a une infinité
de racines, il est donc nul. D’ou 'unicité de P.

our tout k € N, il existe un unique polynome réel Pj, tel que, pour tou

P
x €] —1,1], fr(z) = (1k(5)82+1 et que ce polynéme vérifie la relation
—x
k
Pp= o, X/ (1 - X)F9.
3=0
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Q9. Soit k € N, d’apres la question précédente : Vo € |—1;1] :

= . " Py (x
ngonka: :f;c(ac):(lka(g)l)€+1

Donc par dérivation de la somme d’une série entiére (membre de gauche) et d’une
fonction rationnelle (membre de droite) : Vo € |—1;1],

+§ nk'Hx"_l _ P]é(l‘)(l — 'T)]H_l + Pk(x)(k + 1)(1 B x)k

(1 — z)2k+2
_ D) — =) + Pp(x)(k +1)
(1 — x)k+2

Donc : Vz € |-1;1],

an n_xznkﬂ wt_ P@)e(l = o) + Pula)(k + D

fk-l—l (1 _ x)k+2

De plus, Yz € |=1;1[, fr1(2) = 7255, done Pypa(z) = P()w(1— )+ Py(z)(k +
1)z.
Donc (infinité de racines) :

[ pour tout k € N, Poyy = X(1— X)P, + (k+ 1)ka.]

Q10. Pour tout z € |—1;1], fo(z) = Z " = et fo(z) = P“(I) , donc par unicité

de Py (d’apreés Q8), Py = 1. Donc d’ apres la question précédente : P; = X (cohérent
avec Q2) et

Po=X(1-X)+2X?=X%2+ X et
Pa=X(1-X)2X+1)+3X(X?+X)=X3+4X>+ X.

Q11. Montrons par récurrence : Vk € N*, P(k) : deg(Py) = k et son coefficient domi-
nant est 1. P(0) est vraie, mais dans U'hérédité on préfére avoir P}, # 0.

Initialisation : pour £ =0, P, = X d’ou P(1).

Hérédité : soit k € N*, on suppose P(k). On sait que Py = X (1 — X)P] + (k+
1)X Py, or par hypotheése de récurrence deg P, = k > 1 et son coeflicient do-
minant est 1, donc deg(X(1 — X)P/) = k + 1 et son coefficient dominant est
—k et deg((k + 1)XPx) = k+ 1 et son coeflicient dominant est k& + 1, donc
deg(Pr+1) < k+ 1 et son coefficient d’ordre k + 1 est —k+k+ 1 = 1, dou
Pk+1).

De plus deg(Py) = 0 et son coefficient dominant est 1. Donc par principe de récurrence :

[ pour tout k£ € N, le degré de Py est k son ceefficient dominant est 1. J

Q12. Montrons par récurrence : Yk € N* P(k) : Vo € ]0;1[, 2" Py (1) = Py(x).

Initialisation pour k =1,
P =X et Vz €]0;1[, 2P () = z, dot P(1).

Hérédité soit k € N*, on suppose P(k) : Vz € ]0;1[,2" Py(1) = Py(z). Par opéra-
tion sur les fonctions dérivables : Vo € ]0; 1[, (k+1)2"Pp(L)—2*~1 P (L) = P(x).
Par évaluation de la relation obtenue a la question Q9 en % on obtient : Vo € ]0;1]

X 1 1 1 1
J’.k+2Pk+1 () — $k+1<1 _ 7)P]2(7) + (k’ + 1)$k+1pk(7)
X T xr X

= 2(1— D) P(w) + (k4 1)Pu(a)

= 2(1= D)((k+ Da*Pu(3) — Pl(a)) + (h + 1) Py(a)

:(x—l)(k+1) k“Pk(%)—i—x(l—x)Pk( )+ (k + )Py ()
)Pl (a)

d'ott P(k + 1)

Donc, par principe de récurrence,

1
[ pour tout k € N* et pour tout = €]0,1[, 281 Py <) = Py(x). ]
x

Q13. Soit k € N* et j € [0;k]. On sait que Py est un polyndme unitaire de degré k,

k .
donc il existe ag, ...,ar € R tels que P, = > a; X7 (avec ax = 1).
i=0
D’apres la question précédente, pour tout = € ]0;1[ :

k
Py (z) = 2"+ Z a;x™?
j=0
k
= Z aj$k+17]
j=0
k
= Z App1—i T’
i=1
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k+1 )
Le polynéme Py — > ag+1—;2* a donc une infinité de racines, il est donc nul et par
i=1
unicité des coefficients :

( VEk € N*,Vj € [0; k], les coefficients de degré j et k +1 — j de P} sont égaux.]

C. Une derniere formule

2n
On s’intéresse dans cette sous-partie a la série entiere Z < )x" dont on note R le
n=0 n
rayon de convergence.
Q14. On sait que la fonction = — (1 + x)’% est développable en série entiere sur
]—1;1[ et que la série entiére a pour rayon de convergence 1.

Donc: f:azw— (1-— 4x)*% est développable en série entiere sur }*i : i[, le rayon

“+o00
de convergence de sa série entiére est 1 et Vo € |—1:1[ f(2) = 3 a,2" avec pour
n=0
tout n € N :
B R PO o B eV
ap = '
n!
2" x1Ix3x---x(2n—1)
N n!
B 2" (2n)!
© 2% -0 x (2n) x n!
_ ()
nl?
_[(2n
~\n
On reconnait les coefficients de la série entiere considérée. Donc :
X (2n 1
R =1 et pour tout z €] — R, R|, "=
Betp |- RRL D (n) Vi i
Q15. On consideére la série entiere » (27?) f;: ; d’apres le théoreme de dérivation des

séries entiéres, son rayon de convergence est celui de la série entiére > (27?).2?” c’est &

dire  (d’aprés Q14) et pour tout € |—R; R[ en notant f la somme de la série entiére
2,I_nﬁ»l

()

- S () -

n=0

de plus f(0) = 0 donc f est la primitive de x — \/117% sur ]—i ; i[ qui s’annule en 0,

d'ott : Vo € |-R; R
JFZOO (2n) ik _/’” 1 it
n)n+1 0o V1I—4t

n=0
1—+1—4x

Donc : Vx € |[-R; R[\ {0} :

+ZOO 2n\ " lﬂx} on\ z"t!
n)n+1 = n/n+1
1

pour tout = €] — R, R[\{0},

*2”(271) " 1—\/@'

n n—l—lz 2x

n=0

Q16. Par produit de Cauchy des séries entieres (2:)30” et Y (2:) 7?_:1 qui sont de

rayon de convergence 1 : Vz € |-R; R[\ {0} :

S (G- (S G ) < (2 C))

1—\/1—4$X 1
2z V1—dx

(s )

pour tout = €] — R, R[\{0},

EE ) ()

n=0 k=0

Q17. Pour tout = € |—-R; R|
+o00
1 1 1 2
O e N i
22 \V1—4z 2\ \n

(changement d'indice k =n — 1)
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IR 2k +2)
2 k+1)"

k=

(=)

Or : pour tout z € |—R; R[ :

4o n
1 1 1 2K\ [(2n—2k\ ,
2x<\/1—4x > ;szowrl( >( k;)x

donc, par unicité du développement en série entiére sur un voisinage a droite de 0 :

pour tout n € N,

z”: 1 (28N (2n—2k\ 1 (2n+2
—k+1\k)\n—k /) 2\n+1)
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