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Ce sujet est composé de deux problémes indépendants.

PROBLEME 1

Ce probleme est constitué de quatre parties, tres largement indépendantes.

PARTIE I - CONVERGENCE D’UNE SUITE

Pour tout n € N*, on pose :

Qp
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Pour tout m € N, on pose :

/2 m
I, = f (cos(u))" du.
0
Q1. Calculer I et I.

Q2. Montrer que la suite (I,,,)mey est décroissante.

Q3. Montrer que pour tout m e N :

m+1
Im - m
+2 19
Q4. En déduire que pour tout n € N* :
V2n s
Iy = t Iy, = ——a,.
500 Dan T o

Q5. Montrer que pour tout n e N* :
1< IQn < [2n—1

X AN .
12n+1 12n+1

En déduire que :
1

1
1+2n

<2ma? < 1.

Q6. En déduire la convergence de la suite (v, )ns1 lorsque n tend vers l'infini, puis que :

1 /o
]2n+1 n—:;—oo 5\/%

PARTIE II - CALCUL D’UNE INTEGRALE DE GAUSS

+00

Q7. Montrer que l'intégrale [ e dt converge. On note K sa valeur.

—00

Le but du reste de cette partie est de déterminer K explicitement.



Pour tout n € N*, on pose :

Vn £2\"
Jo = [ (1——) dt.
0 n
Pour tout n € N* et pour tout ¢t € R,, on pose :

t2\" )
un(t): (1—g) 810<t<\/ﬁ

0 sinon.

Q8. Montrer que la suite de fonctions (u,,),>1 converge simplement sur R, vers la fonction t — et

Q9. Montrer que pour tout z € R, on a 1+ x < e*, et en déduire que pour tout n € N* :

VieR,, 0<u,(t) <e ™.

Q10. En déduire que lim J, = e dt.

n—+oo 0

Q11. A l'aide du changement de variable t = \/nsin(u) dans lintégrale J, et de la question Q6.,
déterminer la limite de la suite (J,)nen+-

Q12. En déduire la valeur explicite de K.

PARTIE III - SOLUTIONS DEVELOPPABLES EN SERIE ENTIERE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

On considere 'équation différentielle suivante :

wy(x) +y'(2) - day(z) =0.  (E)

Le but de cette partie est de déterminer les solutions développables en série entiere de cette équation
différentielle.

On fixe une suite de nombres réels (a, )y telle que la série entiére Z a,x™ ait un rayon de convergence
r>0. On définit la fonction f: ]—r,r[-> R par :

Veel-rr[, f(z)= io anx”.
n=0

Q13. Montrer que f est solution de (E) sur Uintervalle | -7, r[ si et seulement si a; = 0 et pour tout
neN*, (n+1)2a,1 —4a,1 =0.

Q14. En déduire que si f est solution de (E) sur | —r,r[ alors :

a
pour tout k € N, agr1 =0 et ag, = L

(k)2

Q15. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z 22" et montrer que sa somme

nz0 (TL')2
est solution de (£) sur R.



PARTIE IV - UNE EXPRESSION INTEGRALE DES SOLUTIONS

Q16.

Soit ¢ une fonction continue sur R, & valeurs réelles et T-périodique (ot T" est un réel stric-
tement positif).
Montrer que :

et en déduire que :
z+T T
Vo eR, o(u)du = f o(u)du.
0

Soit F' la fonction définie sur R par :

Q17.

Q18.

Q19.

Q20.

F(z)= % /0% exp(2x cos(t))dt.

Etudier la parité de la fonction F.
On pourra utiliser le changement de variable uw =7 —t et le résultat de la question Q16.

Donner le développement en série entiere de la fonction exponentielle et son domaine de vali-
dité.

En déduire que :

+oo 2n
Vo eR, F(z) = ( f (cos(t))”dt)
Montrer que pour tout k£ e N :

2T 27
f (cos())?1dt = 0 et f (cos(t))?*dt = 4Ty,
0 0

(Iy a été définie en Partie I).
En déduire le développement en série entiere de F'.

PROBLEME 2 : ETUDE D’UNE FAMILLE DE SERIES ENTIERES

Dans tout le probleme a désigne un nombre réel. On note Z, '’ensemble des réels x pour lesquels la

série entiere Z — est convergente et on pose, pour tout = € Z,

n=1 n

)= ¥

Objectifs

Ce probleme est composé de trois parties indépendantes.

Dans la Partie I, on étudie quelques propriétés élémentaires des fonctions f,.

L’objectif de la Partie II est de construire un logarithme complexe.

Enfin, la Partie III permet d’obtenir un équivalent de f,(z) lorsque = tend vers 1, dans le cas
a€]0,1].



PARTIE I - QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS f,

Q21. Déterminer le rayon de convergence commun aux séries entieres définissant les fonctions f,,.

Q22. Montrer que :
a) si a€]-o00,0] alors Z,, =]-1,1],
b) si a€]0,1] alors 7, =[-1,1],
c) si a€]l,+oo[ alors 7, =[-1,1].

Q23. On suppose dans cette question « > 0. Déterminer, pour tout z € Z,, le signe de f,(z).

Q24. Déterminer fy et montrer que pour tout z €] —1,1[ :

foa(x) = ( ) et fi(z)=-In(1-x).

Q25. Soit a > 1. Prouver que f, est continue sur [-1,1].

Q26. Soit a < 1. Prouver que hm fa(x) = +00. On pourra comparer fo a fi.

PARTIE IT - UN LOGARITHME COMPLEXE

Q27. Donner sans démonstration le développement en série entiere au voisinage de 0 de la fonction
qui & z €] - 1, 1] associe In(1 + x).

n
- z
Pour tout nombre complexe z, tel que la série Z ﬂ est convergente, on note : S(z) = Z ( ) :
n>1 n

Q28. Donner le rayon de convergence R de la série entiere définissant S.
Pour tout x réel élément de | - R, R[, déterminer la valeur de exp(S(z)).

Soit zg € C tel que |zp| < R. On consideére la série entiere de la variable réelle t suivante :

Z( 1)n 1ZOtn

n>1

En cas de convergence, on note g(t) sa somme.
On a donc, pour t € R tel que la série est convergente, g(t) = S(t2).

Q29. On note r le rayon de convergence de la série entiere définissant g.

Montrer que si zg = 0 alors r = +00 et si 2y # 0 alors r = m
20

Q30. Prouver que g est définie et de classe € sur [0, 1].
Déterminer ¢'(t) pour tout t € [0, 1].
Q31. On pose h = expog. Prouver que pour tout ¢ € [0,1] :
h'(t) =
()=~

).

20

Q32. Montrer que la fonction t — 1+tzy est une solution de I’équation différentielle y/(t) = T3
20

y(1)
sur [0,1]. En déduire que :
exp(S(z0)) = 20 + 1.



PARTIE III- UN EQUIVALENT DE f,(2) QUAND x TEND VERS 1 DANS LE CAS OU « €]0,1]

Dans toute cette partie, on suppose que « €]0,1[. L’objectif est de donner un équivalent de f,(x)
quand x tend vers 1.

+00 flft

Pour tout z €]0, 1[, on considere I'intégrale : I(x) = [ —dt.
0

Q33.

Q34.

Q35.

Q36.

Q37.

Q38.

ta

Justifier que, pour tout x €]0, 1[, 'intégrale I(x) est convergente.

+00
On rappelle que la fonction I' d’Euler est définie sur R* par : Vs e R*, I'(s) = [ ts~tetdt.
0
Pour tout x €]0,1[, a I'aide d'un changement de variable, montrer que :
I(z) = (-In2)*'T(1 - a).
t

x
Prouver que, pour tout x €]0, 1[, la fonction ¢ — o est décroissante sur R*.

En déduire, pour tout x €]0, 1[, I'encadrement :
+00 At +oo ot
[ At < ful) < f L.
1 te 0

1t 11
Montrer que pour tout z €]0, 1[, 0 < f .y < f —dt.

En déduire un équivalent de f,(x) quand x tend vers 1.



