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Ce sujet est composé de deux problemes indépendants.

PROBLEME 1

Ce probleme est composé de deux parties.

Dans la partie I, on définit une suite (), d’entiers naturels via le développement en série entiere
d’une fonction auxiliaire et on s’intéresse en particulier & la suite extraite (con.1), formée des termes
de rang impair.

Dans la partie II, on détermine un équivalent, lorsque n tend vers l'infini, de as,,1 en faisant appel
a des outils analytiques et notamment la fonction zéta de Riemann.

La partie II fait appel, tres ponctuellement, a des résultats de la partie I.

I. INTRODUCTION D'UNE FONCTION AUXILIAIRE
Soit 'intervalle I =] — /2, 7/2[. On considére la fonction f définie sur I par

sinx + 1
Vxe[, f(l')zm

On note f(" la dérivée d’ordre n de f et, par convention, f(©) = f.

I.A - DERIVEES SUCCESSIVES

1. Exprimer les dérivées f/, f” et f®) a l'aide des fonctions usuelles.

2. Montrer qu’il existe une suite de polynémes (P, ),y a coefficients réels telle que

P,(sinx)

V’I'LEN,V£E€], f(n)(l’):W

On explicitera les polynémes Py, Py, P, P3 et, pour tout entier naturel n, on exprimera P,
en fonction de P, et P).

3. Justifier que, pour tout entier n > 1, le polynéme P, est unitaire, de degré n et que ses coeffi-
cients sont des entiers naturels.

4. Montrer
Veel, 2f'(x)=f(x)*+1.

Pour tout entier naturel n, on pose a,, = f(M(0) = P,(0).

5. Montrer 2a; = a2 + 1 et



[.B - DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE

On note R le rayon de convergence de la série entiere Z —x et g sa somme.
n!
neN

6. A l'aide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer
N
VN eN,Vxe[0,7/2[, Z —l
7. En déduire la minoration R > 7/2.
8. Montrer

Veel, 2¢(x)=g(x)*+1.

9. Montrer
Veel, f(x)=g(x).

Considérer les fonctions arctan f et arctang.

10. En déduire que R = 7/2.

I.C - PARTIE PAIRE ET PARTIE IMPAIRE DU DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE

11. Justifier que toute fonction h : I - R s’écrit de fagon unique sous la forme h = p + i avec
p: I — R une fonction paire et i : I - R une fonction impaire.

12. En déduire

+00

Veel, tan(zx)= Z

Q2n+1 2+ _
(2n + 1)' cost = (2n)!

On note t la fonction définie sur I par t(z) = tan(x).
13. Pour tout entier naturel n, exprimer ¢(™(0) en fonction des réels (o )ien.
14. Rappeler, sans justification, ’expression de ¢’ en fonction de t.

15. En déduire

n 2n
VneN*, g = ( )a2k—1a2n—2k 1
* kzl 2k -1 "

II. EQUIVALENT DE a1

II.A - LA FONCTION ZETA

Pour tout s > 1, on pose ((s) = ), —.
n=1T

16. Encadrer Z — par deux intégrales puis en déduire hm ((s)=1.
n=2 T

17. Déterminer C'(s) tel que

+ 00 1

Vse]l, +oo[, Y

Z(2k-1) C(s)¢(s)-

2



II.B - UNE FORMULE POUR LA FONCTION COSINUS

/2
Pour tout entier naturel n et tout réel z, on pose I,,(x) = [ cos(2xt)(cost)"™dt.
0

18. Montrer
A2 n-—1 422 In(x) In—2(x)
Vn e [[2 VeeR, |1-—)(2)=—— A ey ) '
nelz ol vreR, (1275 ) ) = e (1275 ) 2= 72 G

19. Montrer

VneN* VreR, sin(rx)= msizggg H ( )

20. En déduire

" ]4n(21') Ign(o n 422
VneN* Vrelo,1[, cos(nz)= Ton(0) Tn(2) ;U( W)

On admet que cela permet d’obtenir un autre développement de la fonction tangente (sujet d’origine
tronqué) :

Vo e[0,1/2[, mtan(nz) = Jrzo:o 2(2% - 1)¢(2p) L.

I1.C - UN EQUIVALENT DE 9,41

21. Montrer 2(2252 _ 1)(2 N
e — n+1)!
Vn e N, Aoptl = o2 C(Zn + 2)

22. En déduire un équivalent de as,,1 lorsque n tend vers l'infini.

PROBLEME 2

I. FoncTiION GAMMA D’EULER

On pose I'(x) = f t" et dt.
0

1. Montrer que la fonction I" a pour ensemble de définition |0, +oo].

1
2. On pose pour tout n € N* et pour tout x €]0, +oo[, I,(x) = / u” (1 - u)"du.
0

+
Montrer que pour tout n € N* et pour tout = €]0, +oo[, I,41(x) = n—In(x +1).
T

3. En déduire que pour tout n € N* et pour tout x €]0, +oo[ :

n t\" n*n!
t””‘l(l——) dt = :
fo n z(x+1)-(x+n)

On fixe x €]0, +oo[ pour les trois questions suivantes.

4. Pour tout n € N* on consideére la fonction f,, définie sur ]0, +oo[ par :
t n
() = 1 (1 _ —) §i t€]0,n[ et fu(t) =0 si t € [n,+oo[.
n

Montrer que la suite (fy,)nen+ converge simplement sur |0, +oo[ vers ¢ : ¢t~ to~le7t.



5. Montrer que pour tout n € N* et pour tout t €]0, +oo[, | f,.(t)| < ¢(t).

nn!
~+oo p(x +1)-(z+n)

6. En déduire que I'(x) = h

+oo -1
7. Application : Montrer que 'intégrale [ % dt converge et utiliser la question précédente
0
+00 6
pour montrer que f — dt=+/7.
0\t

II. IDENTITE DE KARAMATA

On considére une suite réelle (ag)gen.

On suppose que la série entiere Z aix® a un rayon de convergence égal & 1 et on note f sa somme.
k>0
On suppose que :

linlrl_\/l —xf(z)=+/m.
8. Pour tout p € N, déterminer

+00
lir? Vi-z Z apx Pk,
T k=0

9. Pour tout p € N, justifier la convergence de l'intégrale

+oo o—(pt+1)t
[Ty
0 \/E

et calculer sa valeur.
En déduire I'égalité :

+oo0 o—(p+1)t
lim V1 -2z Z aprPrF = f ¢ dt
r—>1~ 0 \/Z

10. Montrer que pour toute application polynomlale réelle (), on a

lim V1 —xioaka:kQ(:vk) [ tQ(e t)
x—1 =0

Soit A la fonction définie, pour tout x € [0, 1], par :

0 size[0el
Ma)=1 1 sixwelel,1].
x

11. Justifier la convergence de l'intégrale

f0+°° %h(e‘t) dt

et donner sa valeur.
12. Soit x € [0, 1[. Justifier la convergence de la série de terme général apz®h(x*).

13. On admet ’égalité (dite de Karamata) :
. S ks k *th(e
hr{l V1-2) apzFh(a") = / dt
e k=0

- , 1 1
En utilisant ce résultat pour x = e =, en déduire que :

n

Zak ~ 2\/5

k=0 n—+oo



