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CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE 4 (sujet 2)

PROBLEME 1 : CENTRALE PC 2019

I. Introduction d’une fonction auxiliaire

I.A - Dérivées successives

1. La fonction f est de classe C* sur I comme quotient de fonctions de classe C*™ dont le dénominateur
ne s’annule pas sur I, et on a pour tout x € I :

(cosx)? +sin(z)(sin(z) +1) 1+sinz

!/
Jle) = (cos x)? ~ (cosx)?’
() = (cos )3 + 2sinz cos x(1 + sin ) _ (cos r)? + 2sinz + 2(sin z)?
(cosx)* (cosx)3
_ (sinz)*42sinz +1
(cosz)3
et fO)(z) = (2coszsinz + 2cosz)(cos x) + 3sinz(cos z)?((sinz)? + 2sinx + 1)
(cosx)8
_ 2(cosx)?sinx + 2(cosx)® + 3(sinx)® 4 6(sinx)* + 3sinx
B (cosx)4
_ (sinz)® 4 4(sinz)® + 5sinx + 2
(cosx)* '
, l+sinz , (sinx)? + 2sinz + 1 (sinz)® + 4(sinx)? + Hsinx + 2
Veel, fi(x) = Tcos ) f(x) = (cos 2)7 et fO(z) = (cos )] :
2. Montrons par( récu)rrence que, pour tout n € N, il existe un polynéme P, € R[X] tel que Vz € I,
n P,(sinx
f™(z) = Tcos )T

Initialisation : Pour n = 0, ’1e polynéme Fy = X + 1 convient.
Notons au passage que d’apres la question précédente,

les polynomes P, = X +1, P, = X?4+2X + 1 et P; = X +4X? 45X + 2 conviennent.

Hérédité : Soit n € N..

P, (si
Supposons qu’il existe un polynéme P, € R[X] tel que Vz € I, f™(z) = M

(cos z)nt1’
On a alors pour tout x € I :

SO @) = (1) (@)
cos P, (sinz)(cos )"t + (n + 1) sinz(cos )" P, (sin x)
(cos x)?n+2

(cosz)?P.(sinz) 4+ (n + 1) sinx P, (sin z)

(cos x)nt2
(1 —(sinz)*)P.(sinz) + (n+1)sinzP,(sinz)  P,i(sinz)
B (cos x)n+2 ~ (cos z)nt2

en posant P, 1(X) = (1 — X*)P!(X) + (n+ 1) X P,(X) € R[X] (car P, € R[X)).
Conclusion :



P, (sinx)

Pour tout n € N, il existe un polynéme P, € R[X] tel que Vz € I, f™(z) = ( S
cos )"

De plus, cette suite vérifie :

pour tout n € N, P, 1(X) = (1 — X*)P.(X) + (n+ 1) X P,(X).

. ® Montrons d’abord l'unicité de la suite (P,). L’article défini « le » de l’énoncé semble indiquer
qu’elle est demandée...

Soit n € N.
Pu(sinz)  Qu(sinx)

(cosz)m+l  (cosz)ntl’

On suppose qu”il existe deux polynémes P, et Q,, vérifiant Vo € I, f™(z) =

Alors pour tout x € I, (P, — Q,)(sinz) = 0.

Comme sin(I) =] — 1, 1], on a pour tout ¢t €] — 1,1[, (P, — Q,)(t) = 0.

Ainsi, le polynéme P, — (J,, a une infinité de racines donc c’est le polynéme nul d’ou B, = Q,,.

Il y a donc bien unicité de la suite (P,)nen-

e Montrons par récurrence que, pour tout n € N*, P, est unitaire, de degré n et ses coefficients
sont des entiers naturels.

Initialisation : Les polynémes P, = X +1et P, =X 2 4 2X + 1 sont bien unitaires & coefficients
dans N, deg(Py) =1 et deg(P) = 2.

Hérédité : Soit n € N avec n > 2. On suppose que le polynéme P, est unitaire, de degré n et ses

coefficients sont des entiers naturels.
n—1

Alors il existe (ag, . ..,a,-1) € N" tel que P, = X" + Zaka.

k=0
On a alors :

P =(1-X)P(X)+ (n+1)XP,(X)

n—1 n—1
=(1-X?) (nX”_l +) kaka_l) +(n+1)X (X” +) aka)
k=1 k=0
n—1 n—1 n—1
=nX" 4> kap X = n X 2 Tk X 4+ (04 DX 4 (04 Dag X
k=1 k=1 k=0
n—2 n
= X" o XD (kA Dagg X+ (n 4 Dag X+ (042 — k)ag X*.
eN k=0 N eN =h eN .

On en déduit que P, est un polynome unitaire, de degré n + 1 et tous ses coefficients sont des
entiers naturels (car c’est une somme de polyndmes a ceefficients dans N).

Conclusion :

’Pour tout n € N*, le polynéme P, est unitaire, de degré n et ses coefficients sont des entiers naturels.

. On a pour tout x € I :

(sinz + 1)? 1o (sinw)? 4 2sinxz + 1 + (cosx)® 2+ 2sinz
(cos x)? B (cos x)? ~ (cosx)?

fx)*+1= =2f'(x).

Pour tout z € I, 2f'(z) = f(z)* + 1.

. e En appliquant la relation obtenue dans la question précédente en x = 0, on obtient

2f'(0) = (f(0))* + 1 cest-a-dire |20y = af + 1.

e Soit n € N*. En dérivant n fois la relation obtenue a la question précédente, on obtient par la
formule de Leibniz :

n

voel, 2w = (7 x N0 =3 () 100 o)

k=0



En appliquant en = = 0, on obtient la relation souhaitée.

Vn € N*, 2an+1 = Z (Z) (67776 79 "%

I.B - Développement en série entiere

6. La fonction f est de classe C* sur I donc pour tout NV € N, en lui appliquant la formule de Taylor
avec reste intégral entre 0 et = € [0, 7/2[, on obtient :

_ Z .f /Ox (.CE &lt) f(N+1)(t)dt

non /:” (x —t)N PNH(Smt)dt
0

nrt N!  (cost)N+2

Dﬂ; i

n

Il
o

(z—t)"

N >0, (cost)V™ > 0 et comme Py, est

Or, comme z € [0,7/2[, on a pour tout ¢ € [0, ],
a coefficients positifs et sint > 0, Pyy1(sint) > 0.

Par positivité de I'intégrale (0 < ), on en déduit :

PR LTy T ST

N!  (cost)N+2

N
VN e N, Vz € [0,7/2], Z—T
n=0

7. Pour tout n € N, comme «,, = P,(0), c’est le coefficient constant de P,, donc c’est un entier naturel

(c’est vrai aussi pour n = 0). Pour tout = € [0, 7/2] la série numérique Z —TSL‘” est donc a termes
=
positifs et la suite de ses sommes partielles est majorée par f(x) d’aprés la question précédente
- a
donc la série Z —7:6" converge.
=

On en déduit que pour tout = € [0, 7/2[, x < R. En faisant tendre x vers 7/2, on obtient | R > /2.

o
8. Par produit de Cauchy de la série entiere Z —Taz‘" avec elle-méme, on a pour tout x € R tel que
n!

|x| < R et donc en particulier pour tout x € I :

(9(x)? +1= (filx >2+1
—Z( %)m”+l
=af+1 ++§% (i (Z)akank> "

_2a1+z Sl "_22n+1 nafi) "

= 2¢'(z)

par dérivation terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence.

Vo e, 2¢(z) = g(z)* + 1.




9. Soit ¢ = arctan(f) et ¢ = arctan(g).
Les fonctions ¢ et ¥ sont dérivables sur l'intervalle I et on a pour tout x € I :

10.

I.C -
11.

12.

@) =15

d’apres les relations établies aux questions 4 et 8.

On en déduit qu'il existe K € R tel que pour tout = € I, f(z) = g(z) + K.

1 /
prisz Y=

De plus, 9(0) = arctan(g(0)) = arctan(ag) = arctan(f(O))
Par suite, pour tout x € I, f(x) = tan(¢(x)) = tan(¢(z)) =

Raisonnons par ’absurde en supposant R > 7/2. Alors la fonction g, continue sur | —

continue en 7/2.

Ve e I, f(x)

= g(x).

Or 1l = 1

© lm g(r) = lm f(x)
est absurde.
On a donc bien | R = 7/2.

—2

/+\
sinz + 1

z—m/2= COSZ

—0t

»(0) d’'ou K = 0.

g(z).

R, R], serait

= 400 donc g n’est pas continue en /2, ce qui

Partie paire et partie impaire du développement en série entiere

Raisonnons par analyse-synthese. Soit h: [ — R.
Analyse : S’il existe p paire et ¢ impaire telle que h = p + ¢ sur [ alors pour tout z € I, on a :

h(z) =

donc p(x) =

Syntheése : Réciproquement, soit p:x € [ —

— pour tout x € I, —x € [ et p(—x) =

paire

— pour tout x € I, —x € I et i(—

impaire

— pour tout x € I, p(x) +i(x) =

Conclusion :

h(z) + h(—z ot i

2

h(z) + h(—x)

et h(—z)=p(—x)+i(—
ha) = h(=2)
2 h(z) + h(—x) ot i
M=) + h(=(=2)) _

5 +

~7) . Alors :

p(z) donc p est
—i(z) donc i est

= h(x) donc h = p + 1.

Toute fonction A : I — R s’écrit de fagon unique sous la forme h = p 4 ¢ avec p paire et ¢ impaire.

Pour tout x € I, on a :

et la fonction z —

COS T

fz) =

1
cos T

. . sinx
est paire, la fonction x +—>
COS T

sinx

cosz’

est impaire.

Par ailleurs, pour tout € I, comme les séries qui apparaissent ci-dessous convergent (les suites

(OQH':U?”) ot ( Qon+1 '
(2n)! neN (2n+1)!
o N Qon,
rayons de convergence des séries entieres Z 2
n)!
égaux a m/2), on a aussi :
+o00

Qn n __ Qop
EADD (2n)!

n=0

“+o00

I’2n —I— Z ﬁx
n=0

) xQ"H) convergent vers 0 en tant que suites extraites donc les
neN

tZ%

sont supérieurs ou



Aont1 . .
" est paire, la fonction x — E —:c2”+1 est impaire.

(2n +1)!
D’ou par I'unicité de la decomposmon prouvée a la questlon precedente on a :

“+o00 +oo
1

Qon+1  opt1
Veel, t =)y — t
¢ an(z) ;0 (2n + 1)!$ R (2n)!

13. D’apres la question précédente, tan est développable en série entiere sur I et elle coincide donc avec
“+o0o
. tan(™ (0
sa série de Taylor E 4
n=0
Par unicité du développement en série entiere, on en déduit que :

' 2" sur I.
n!

pour tout n € N, tan®’(0) =0 et  tan®*Y(0) = a1

14. Pour tout z € I, tan’(z) = 1 + (tanz)? donc

“+o0 —+00

, . Oon 11 on Mont1 op
15. Pour tout z € I, t'(z) = %(2” + 1)_(271 T 1)!37 - 2 (2n)! v

Par produit de Cauchy, on a aussi pour tout x € I :

#(x) = (H(x)? +1 = (f tan;ﬂxn) 11
X[ tan(k)(O_) tan™ % (0)\
~ L (; P R

Par unicité du développement en série entiere de ¢’ sur I, on en déduit que a; =0+ 1 =1 et pour
toutn > 1 :

2n (k) (2n—k)
Qony1 Z tan'™ (0) tan (0)

@2n)! = K (2n — k)!
2n
1 2
= 2n) ( ]?) tan® (0) tan®"=%(0)
" k=0
1 & (20 1 & (2
on)! ; (/f)ﬂ,(_l an )+(2n)! ; ) tan ™ (0) tan™ =0 (0)
k pair = k impair
L~ 20 (26-1) (2n—(2k—1)
— @ Z ok 1 tan (0) tan (0)
k=1

Ainsi :

. _ 2n
Vn e N agpy1 = Z (Qk B 1) Qo —1002n—2k+1-
k=1

I1I. Equivalent de oy,

II.A - La fonction zéta

16. Soit s > 1.
e Posons g : t — == exp(—s1In(t)). La fonction g est continue et décroissante sur [1, +o0.



17.

e Par suite, pour tout n > 2, pour tout t € [n,n + 1], g(t) < g(n) d’ou par positivité de l'intégrale

(n<n+1),ona:
n+1 n+1
| stwie< [ g = gin)

Soit p € N avec p > 2. En sommant ces inégalités pour n allant de 2 a p et en utilisant la relation
de Chasles, on obtient :

/ =3 / g <3 gtn)

e De méme, pour tout n > 2, pour tout t € [n — 1,n], g(t) > g(n) d’ou par positivité de l'intégrale
(n—lén),ona.

| atwar= [ gt =gin)

En sommant ces inégalités pour tout n allant 2 & p et en utilisant la relation de Chasles, on obtient :

[ awae=>" [ "1 g0yt > > g(n)

p+1 1
/ L / Lat
2 17

Comme s > 1, la série et les intégrales de Riemann en +o0o convergent et on obtient par passage a

la limite p — +o00 :
“+o0o 1 +oo 1
/ Z / Lt
2 n?

En calculant les intégrales, on obtient :

|: 1 . +oo 1 . +o0
e A ] <((s)—1< [—t‘” ]
—s+1 9

On a donc obtenu :

d’ou en ajoutant 1 :

1 1
14 ——— < <1 .
* (s —1)2s—1 () i s—1
: 1 1 1 - i
Comme lim 1+ =1= lim 1+ ———, on en déduit par le théoreme de limite
s——+00 (5 — 1)@(5*1)1112 s——+00 ( 1)
par encadrement que :
Jim C(s) =

Pour tout s €]1,+00], on a (toutes les séries en jeu convergent) :

donc :

1
C(s)=1-— % convient.




I1.B - Une formule pour la fonction cosinus

18.

19.

Soit n € Navecn > 2 et x € R.
e Posons pour tout t € [0,7/2], u(t) = 2z sin(2xt) et v(t) = (cost)".
Les fonctions u et v sont de classe C' sur [0,7/2] et on a pour tout t € [0,7/2] :

u'(t) = 42% cos(2xt) et v/'(t) = —nsint(cost)" !

Par intégration par parties, on a alors :
w/2 w/2
421, (z) = / o' (t)v(t)dt = [2x sin(2zt)(cos )"y 24 n/ 2 sin(2xt) sint(cost)" *dt
0 0

w/2
=n / 2 sin(2xt) sint(cost)™ ' dt.
0

Posons a présent pour tout ¢ € [0,7/2], u(t) = — cos(2xt) et v(t) = sint(cost)"
Les fonctions u et v sont de classe C' sur [0,7/2] et on a pour tout t € [0,7/2] :

u'(t) = 2w sin(2xt) et v'(t) = (cost)™ — (n — 1)(sint)?(cost)" 2

Par intégration par parties, on obtient :
w/2
42° 1, (z) = n/ 27 sin(2xt) sint(cost)™ ' dt
0
/2 w/2
= n [ cos(2xt) sin(t)(cos t)”’l}g + n/ cos(2zt)((cost)™ — (n — 1)(sint)*(cost)" ?)dt
0

w/2 /2
= _0 +n/ cos(2xt)(cost)"dt —n(n — 1)/ cos(2zt)(1 — (cost)?)(cost)"2dt
~~~ 0 0

car n>2
w/2 /2
=nl,(x) —n(n—1) / cos(2xt)(cost)" 2dt + n(n — 1) / cos(2xt)(cost)"dt
0 0
=nl,(x) —n(n — ) I,_o(x) + n(n — 1)I,(z) = n*I,(z) — n(n — 1)L,_s(z),
donc (n* — 42?)I,(x) = n(n — 1)I,_5(z) d’ol en divisant par n* # 0 :

e En particulier pour x =0, on a 1,(0) = r—z I,,—5(0).

De plus, comme la fonction t — (cost)" est continue, positive sur [0, 7/2] et n’est pas la fonction

w/2
nulle (cos(0) = 1), on a I,,(0) = / (cost)"dt > 0 donc on peut diviser par [,(0) et on obtient :
0

(1 B 4_1:2) I(z) (1 - 4n—) In(w)  n=Ap o(2) L s()

n2

1,(0) 7,(0) w77 0)  I2(0)

Soit x € R.

L, (2) -
Montrons par récurrence que pour tout n € N*, sin(7wx) = mx 1_2" 0) H <1 — —)
2n k:l

Initialisation : (pour n = 1)

L(z) v+ 2 I 4 I
T 2(2) H (1 — x—) =nx 2(7) (1 — i) =7 o(2) (par la question précédente avec n = 2).



/2
Or, I,(0) = / ldt = /2

0

/2
et 2zly(x) = 2x cos(2xt)dt = [S.iﬂ(ngt)]g/2 = sin(2z(mw/2)) — sin(2z x 0) = sin(7wz).
0
2 .
Ainsi, mx g; g ( kQ) = gsn;(;;:c) = sin(mz).
Hérédité : Soit n € N* et supposons que sin(mz) Lon(2) ﬁ (1 x2)
: Soit n u ns que sin(rz) = 7w - =
pp q 1n(0) L1 3
Alors :
Lpio(x) s 22 Lpia(x) x? - x?
T (1——2):7733 (1——2>H(1——2)
IQTH—Q(O) =1 k I2n+2<0> (n + 1) k=1 k

Ionio(2) ( Ax? ) - < x2>
— 1— ——— 1—
" Tonsa(0) (2n + 2)2 g 2

Ion (1) 1~
=m0 11

1

2
(1 — —) (par la question précédente en remplagant n par 2n + 2 > 2)
k=

=sin(rz) (d’apres 'hypothese de récurrence).

Conclusion : On en déduit que

Ln(z) T
Vzr € R, Vn € N*, sin(7z) —ﬂxlzng g(l——).

20. Soit n € N*. Soit = €]0,1[. On a 7z €]0, 7| donc sin(mx) # 0. On a donc en appliquant la question
précédente avec x et n puis 2x et 2n :

1sin(2rz)  1sin(7(2z))

cos(z) = 2 sin(rz) 2 sin(7z)

pmea) BT (1- G

2w (- §)
Fin(20) I (0) T2 (1 - 5°)

T 10(0) La(2) [T, (1—2)
Tin(20) Faa(0) Tl (1= 557 T (1 - 5

T Ln(0) () P (1-5)

| L1n(22) I, (0) i (1 - k—) o (1 = %)
14(0) Lon(x) h (1—%)
L1 (22) 12, (0) 1~ 27)?

B Z,f(())) Izn((a:; g (1 a (212 —>1)2)

Vn € N*, Va €]0, 1], cos(mz) = Lin(2 n(0) ﬁ ( i >
I4n on(T) e 2k —1)2

Notons que la formule est encore valable pour z = 0 (on le vérifie aisément en prenant x = 0).



I1.C - Un équivalent de ay,,;1

21.

22.

D’apres la question 12, pour tout = € [0,1/2], comme 7z € [0, 7/2[C I, on a

—+00
Qop41 on+1 Qon+1  opt2 ontl
ta e = - .
m tan(me) WZ o+ 11" Z:o oyl "

Par ailleurs, d’apres le développement admis, on a pour tout x € [0,1/2[ en posant n =p — 1,
7 tan(mx) Z 2(2% — p?! Z 2(22"12 —1)¢(2n + 2)z*" .

Ces deux égalités restent valables sur | — 1/2,0] par imparité de toutes les fonctions apparaissant
ici.

Par unicité du développement en série entiere de x +— 7 tan(mx) sur | — 1/2,1/2], on en déduit que
pour tout n € N :

Aont1 2n+2 2n+2
et o —9(2 —1)¢(2n+2
(2n + 1)! ( )C( " )

d’ou :

2(227+2 — 1)(2n + 1)

Qont+1 = 2n+2

¢(2n +2).

Comme lim ((2n+2) =1 (d’apres Q16 puisque hm (2n~|—2) = 400), on a ((2n+2) ~ 1 et par

n—-+oo
suite :

22242)(2n + 1)1 227H3(2n + 1)
Qont1 ™ on+2 - on+2
n—-+00 T + T +

On peut éventuellement aller plus loin en utilisant Stirling, mais quel intérét ici ¢!

PROBLEME 2 : INSPIRE MINES PC 2016

I. Fonction Gamma d’Euler

1.

—1)Int

Soit 2 € R. La fonction t +— t*~le™t = ¢ e~" est continue par morceaux sur |0, +ool.

+00
L’intégrale / t"Le~t dt est donc généralisée en 0 et en +oo.
0
. 1
Etude en 0 : Ona t* et ~ 77! = .
t—0+ ti—=

1
Pour tout ¢ €]0, 1], on a pre > 0.

1
1
Ainsi, par comparaison par équivalent, les intégrales / t*“te7tdt et tl—_xdt sont de méme
0 0
nature.
On sait que l'intégrale de Riemann / prey dt converge si et seulement si 1 —x < 1 c’est-a-dire
0

z > 0.

- . _ . 1 1
FEtude en +o0o : On a lim t*"le™ = 0 par croissances comparées donc t* te™t = o —|.
t—+00 t—+oo \ 12

1
Pour tout ¢ € [1, 400], ) > 0.
“+oo
L’intégrale de Riemann / o] dt converge car 2 > 1.
1 .
Ainsi, par comparaison, 'intégrale / t* et dt converge.
1

“+o0o
On en déduit que 'intégrale / t* e~ dt converge si et seulement si z > 0.
0

Ainsi :

la fonction I' a pour domaine de définition |0, 4+o0].

9



2. Soit n € N*. Soit x €]0, 4o0].

Notons que la fonction u +— u* (1 — u)™ est continue sur |0, 1] et u* (1 — u)" ~ . u”~" donc on
u—0

montre comme a la question précédente que l'intégrale / 1 u” (1 — u)"du converge puisque x > 0.
Utilisons une intégration par parties. ’

Les fonctions u +— —u® et u + (1 — u)"** sont de classe €* sur |0,1] , de dérivées respectives
u— utl et u s —(:762 +1)(1 —w)™

On a de plus lir% —u"(1 —u)"* =0 € R (car z > 0) et les intégrales convergent donc par intégration
u—0

par parties, on obtient :

/1 " (1 —u)"du = [lux(l — u)"“] 1 M ! /1 u*(1 —u)"du
0 x 0 rJo
d’ou :
hﬂugznilhu+1y
3. Soit n € N*. Soit x €]0, 4o00][.
Par le changement de variable affine u = % dans l'intégrale convergente / 1 u” (1 — u)"du, on
0

obtient : .
"ol t\" 1
/ w1 —u)"du = / —t"! (1 - —> —dt
0 0o Nt n n

n t n
donc / 1 (1 - —) dt = n®I,(z) (le changement de variable prouvant également la conver-
0 n

gence de cette intégrale).
Montrons alors par récurrence que pour tout n € N* :

P(n) :Vr €]0,+o0[, I,(x) =

Initialisation : Pour n =1, pour x > 0, on a :

1
1 1
Li(z) = / (u* ™t —u®)du = | ~u® — u - =
0 x r+1 o * z+1 wz(z+1)
donc A (1) est vérifiée.
Hérédité : Soit n € N*. On suppose que & (n) est vérifiée.
Soit = €]0, +o0].
n+1

L,(z+1).
Par hypothese de récurrence appliquée avec x +1 > 0, on a :

On a par la question précédente I, 1(x) =

n!

L(z+1)= (z+1)(z4+2)---(x+n+1)

donc Z(n + 1) est vérifiée.

On en déduit que :

(n+1)!

I, = :
w0 = e T ) D)

On a donc prouvé que pour tout n € N* et pour tout = €]0, +o0] :

n!
(x4+1)--(z+n)

(@) = -

d’ou :

n t\" n*n!
11— =) dt=n"I,(z) = .
/0 ( n) () x(x+1)---(x+n)
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4. Soit t €]0,4o00[. Pour tout n € N tel que n > t (donc a partir d’un certain rang), on a :

- on(1=8)) < s (D) - o 2.0)

t
puisque lim —— =0.
n—-+oo n
Par continuité de la fonction exponentielle sur R, on en déduit que lLim f,(t) = t"te™" = o(t).
n—-+00

On a ainsi prouvé que :

la suite (f,)nen= converge simplement sur |0, +oo[ vers o : t +— t* et

5. Soit n € N*. Soit ¢ €]0, 400
Sit>mnalors [f,(t)] =0 < p(t).

t
Sit<mnalors |f,(t)] =" exp (n In (1 - —)) et comme pour tout a €] — 1,400, In(1 +a) < a
n

t t
(par concavité), on a In [ 1 — —) < —— donc par produit par n > 0 puis croissance de la fonction
n n

exponentielle sur R, on obtient :

exp (n In (1 — %)) <exp(—t) dou |f,,(1)| < t" et = p(t).

Ainsi :

pour tout n € N* et pour tout ¢ €]0, +o00[, |fn(t)] < p(t).

6. Pour tout n € N*, les fonctions f,, et ¢ sont continues par morceaux sur |0, +o00].
+00
De plus, comme x > 0, d’apres Q1 l'intégrale / ©(t)dt converge (absolumentl) donc la fonction
0

¢ est intégrable sur |0, +oo.
On a ainsi vérifié aux questions 4 et 5 les deux hypotheses du théoreme de convergence dominée

donc :
“+o00

lim fa(t)dt = /0+00 p(t)dt = I'(x).

n—-+0o0o 0

Par définition des fonctions f,,, on a pour tout n € N* :

“+o00 n t n
fn(t)dt:/ o (1——> dt.
0 0 n

On en déduit par Q3 que :

n*n!
I'(z)= 1l .
(z) = Hm 2@ +1)(z+n)
+oo —t +o0 1 1
7. Application : L’intégrale / —dt = / Y27 1e7tdt converge car = > 0 et elle vaut T’ (—)
o Vi 0 2 2

1
Déterminons la valeur de I' (§> en utilisant la question 6.

1 !
(2) - g

Ona:

Or, pour tout n € N* :

11 1 I1x3x..x2n+1) 1x2x3x..x2nx(2n-+1 2n + 1)!
§(§+1)---(§+n): X 3 X ><(n+): X2X3x..x2nx (2n+1) (2n+1)

ont1 2% 4 X ... X 2n x 2+l - Qnplontl’

On en déduit que :
2n+1 12
r (%) = lim M

n—too  (2n 4+ 1)!
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Par la formule de Stirling, on a n! ~ v2rnn"e™" donc v/n(n!)? ~ 2rny/nn*"e~?" et (suite extraite) :

(2n 4+ 1)l ~ /27(2n + 1)(2n + 1) et ~ 2 /mn(2n + 1)2"2ne 2L

On a donc :

22n+1 | 2 2 2n
2ynln)” \/7_1'6—( n) — = Vree m(4sy) — | free=2ngitolsn)) — | free 1oV /7.

2n + 1) @2n + 1) nSbo
R O

On en déduit que :

II. Identité de Karamata

8. On remarque que pour tout p € N et pour tout = €] — 1,1[, on a 2™ €] — 1,1] donc la série
Z arz PR converge et on a :

k>0
+oo
V1—=x Z apr®tOF = 1 —xf(aPth)
k=0
\/1 —x
B v1-— xp+1 V1-— l’pﬂf(:npﬂ)
1
- Vitz+---+ p'l_ﬂﬁp“f(xpﬂ)
1’ DY l’
p
puisque a?tt — 0P = (a — b) Z a"oPF,
k=0
Comme lim 2P™ =17, on en déduit par composition que :

r—1—

lim v1—=z Z apz Pk = "

r—1— P + ]_

e—(p—l—l)t
est continue sur R**.

9. Soit p € N. La fonction ¢~

Par le changement de variable affine u = (p + 1)t, on obtient que l'intégrale

oo o—(p+1)t 1 +00 1 e~ (p+1)t ( d
— dt= p+1)dt
0 Vit o VPTI1(p+1)t
+o0 1 e~ U

est de méme nature que l'intégrale du et de méme valeur en cas de convergence.

0 Vp+ \/_

Par la question 7 et par linéarité, on en déduit que :

oo —(p+1)t oo o—(p+1)t T
/ dt converge et / dt = .
0 Vit 0 Vit p+1

Avec la question précédente, on a donc immédiatement

—(p+1)t
lim v/1—=z Z apx PR = / ¢ dt.
0

r—1—
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10.

11.

12.

13.

d
Soit @ € R[X]. Il existe un entier d et des scalaires ¢y, ..., ¢4 tels que @ = Z ¢; X" La question
i=0
précédente donne

+o0 e—t<€—t)i
Vi e [0,d], hm \/1—9326% )ix :/ Tdt
0

Par linéarité du passage a la limite, du passage a la somme infinie et du passage a l'intégrale (pas
de souci pour intervertir les symboles car on effectue une somme FINIE), on obtient que :

z—1- \/E

+oo 0 —t —t
lim v1—2z Zakku(xk) = /+ o) dt.
k=0 0

—t
e
La fonction g : t+ —=h(e™") est continue par morceaux sur R™ (il y a un unique probléme

Vit

de continuité en 1 ou la fonction a des limites a gauche et a droite finies) et on a des problémes
d’intégrabilité en 0 et +oo.

La fonction h étant majorée en module par e, pour tout ¢ €]0,4+o00[, on a 0 < |g(t)| < e—= et

+OO — +oo —
I'intégrale dt converge. Donc |l'intégrale / e—h(e’t) dt converge.
0

0 \f Vit

Par définition de A, on a par Chasles :

+00 et .
ke ar= | jt% [2\/_]

+oo€—t .
—h(e ™) dt = 2.
| e

Pour 2 € [0, 1] fixé, on a 2* qui tend vers 0 quand k — 4-o00.

On en déduit qu’a partir d’'un certain rang, #* € [0, e~ *[ donc la suite (azz"h(z")) est nulle & partir
d’un certain rang. La série associé est donc convergente (les sommes partielles stationnent a partir
d’un certain rang).

La série de terme général azaz"h(x*) converge.

Soit n € N*. Par définition de h, on a :

+oo n
V1—etn Z age FMp(eFm) = /1 — e~1/n Z a
k=0 k=0

—1/n

Quand n — 400, e — 17 et 'égalité de Karamata donne :

n +oo  —
e
lim v/1—el/n E ap = —heHdt=2
n—-+o0o 0 k 0 \/% ( )

Comme 1 — e * ~g z, on en déduit que :

i Qg ~ 2\/5
k=0
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