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PrROBLEME 1 Extrait CCP PSI 2013

1 —cos(t)

Q1. La fonction k : t — v est continue sur ]0,+oo[.

1 t?
Elle est prolongeable par continuité en zéro par la valeur 5 car 1 _Cos(t)tNo§ donc fol k(t)dt

converge.

+00
Elle vérifie Vt e R*, 0< k(t) < = et I'intégrale de Riemann f = converge donc par comparaison,
1
Pintégrale [;"™ k:(t) dt Converge.
On conclut que :
+00 1 _ t
I'intégrale K = f C—(;S() dt converge.

Notons que comme k est positive, cela revient a affirmer que k est intégrable sur R*.

sin(t)
t

continuité en zéro par la valeur 1 car sin(t) b
—

Q2. Soit A > 0. La fonction sinus cardinal t — est continue sur |0, A] et est prolongeable par

Ainsi :

Asin(t)

dt converge.

I'intégrale D(A) = f
0

Q3. Soit A et ¢ deux nombres réels tels que 0 < € < A. On réalise I'intégration par parties sur le
segment [e, A] ol les fonctions w: ¢ — 1 —cos(t) et v: ¢+~ } sont de classe C! :

faA smt(t) dt = fEAu’(t)v(t) U [1_+()S(t)]j ) lA l_i—zs(t) N
1 —cos(A) 1= cos(e) N fA Los(t)dt.
2

A
g2 1-cos(e
L’équivalent 1 - cos(¢) s montre que %ing —() =0 et la majoration |1LS(A)| < £ montre que
1-cos(A
ti 126
A—+o00

On en déduit d’abord (en faisant tendre € vers zéro) que
1 —-cos(A) A1 -cos(t)
D(A)= ———= [ ——=dt
(4) A " Jo t2

et ensuite (en faisant tendre A vers l'infini) que

A A=K
Donc :
I'intégrale /(;m sint(t) dt converge et K = [+oo sin(t) dt = 1_13100 D(A).
Q4. On pose
0:(x,t) R, xR: o> “i—zs(t)e-t

On vérifie les hypotheses du théoréme de continuité des intégrales a parametre (qui assure en méme
temps la définition) :



Pour tout ¢ € R*, l'application x — ¢(x,t) est continue sur R,.

On a la domination V(z,t) € R, x R%, |{(x,

t)] < k(t), ou la fonction k, définie a la premiere

question, est intégrable sur R* (elle est bien indépendante de x).
Notons qu’on a bien également (méme si la vérification de cette hypothese n’est pas exigée par le
programme) pour tout x € R, la continuité par morceaux de l'application t ~ £(x,t) sur ]0,+oo].

On conclut alors que :

+00 1 _
cos(t)6
12

I’application L : z f
0

~& dt est définie et continue sur R,.

Q5. On vérifie les hypotheses du théoreme de classe €2 des intégrales a parametres.

Pour tout ¢t € R*, la fonction x — ¢(x,t) est

)
V.CL"GR_H %(l',t)—— ;

Soit x € R?.

La fonction t ~ ¢(x,t) est intégrable sur R

1 - cos(t) ot 02(

de classe C? sur ]0,+oco[ et on a :

et (z,t) = (1 -cos(t))e ™.

D

* (car continue par morceaux sur R et on a vu

que pour tout t € R*, |[¢(x,t)| < k(t) avec k intégrable sur R* d’ou le résultat par comparaison

par inégalité).

La fonction ¢ a—(:c, t) est continue par morceaux sur ]0, +oo[ et prolongeable par continuité
x

t2
en 0 (puisque 1 — cos(t) o 5)

or
i 21 = = i -
On a de plus th£n t x(a:,t)‘ 1thlgl (1-co

sances comparées (x> 0).
ol (2.1)
—(z
oA

+00 1 d
—dt converge.
fl 2 &

On a donc

t—>+o0

1
= o0 (t_Q)’ pour tout ¢ € [1,+oo],

st)te™™ =0 car t = 1 —cos(t) est bornée et crois-

o) > 0 et l'intégrale de Riemann

Ainsi, la fonction ¢ — a—(:r, t) est intégrable sur ]0, +oo|.
T

Pour tout a €]0, +oo[, on dispose la domination :

020
V(z,t) € [a, +oo[ xR} — ‘—(az,t)
Ox?

et la fonction 1, est continue par morceaux

<tha(t) = 2e7,

et intégrable sur R* d’apres le cours (intégrale de

référence avec a > 0) (et bien indépendante de z).
On conclut que L est de classe C? sur l'intervalle [a,+oo[, et qu’on a les formules suivantes, valables

pour tout z € [a,+oo] :

I'(z) :—fom L

—cos(t) .

L'(x) = fo (1= cos(t))e " dt.

—tx dt,
t

L’appartenance a la classe C? étant une propriété 1

ocale, on en déduit que :

I'application L est de classe C? sur U'intervalle ]0,+oo[ et les formules sont valables pour tout x € ]0, +oo[.

Q6. Ces deux fonctions ont pour limite zéro en +

oo (puisque ¢t — 1 — cos(t) est bornée) donc elles

sont bornées (par exemple par 1) dans un voisinage de +oo, disons sur [b, +oo].

2

t
Par ailleurs, elles sont prolongeables par continuité en zéro (puisque 1 — cos(t)t~0 5), donc les pro-

longements correspondants, continus sur le segment [0,b], y sont bornés.

2




On en déduit que :

1 - cos(t) ot f 1 —cos(t)

» sont bornées sur ]0, +oo].

les fonctions ¢ —

On note M et M' des réels positifs tels que

1- t
Wt €10, +oo[, ’&() <M,
t2
1- t
Vt €10, +ool, ‘%() <M.

Par inégalité triangulaire et grace a la valeur de 'intégrale convergente :

+00 et +oo 1
Va €]0, +oo], [ e’ dt = [— ]
0 0

)

T T

on en déduit que

+o00
Vre]0,+o0[, |xL(x) <:Uf Me™™dt = M,
0

et le méme raisonnement prouve que Vz €0, +oo[, |xL'(x)| < M.

Les fonctions x — |xL'(x)| et x — |xL(x)| sont majorées sur R*.

M M’
Les majorations Vx €0, oo[, |L(z)| < — et |L'(x)| < — prouvent alors par encadrement que
T T

lim L'(x) = lim L(x)=0.

Q7. Pour tout réel x > 0, on a (la convergence de chacune des intégrales écrites ci-dessous justifie le
calcul, on a en effet |e(=)t| = ¢=*t d’on la convergence absolue) :

L"(z) = f+oo e dt - Re (fm (=)t dt)
0 0

= - —Re [—e”e“’”t]

T - +1 0
1 . 1 .
=—+ Re( ) (t = e est bornée donc lim e = ()
X T +1 t—ot+oo —p + 1
1 - —1 1 x
= — + R = — — .
PR (:c2 + 1) x r?+1
1 T
Pour tout x €]0, +oo[, L"(x) = — - ——.
r x4+1

Q8. D’apres la formule ci-dessus, il existe une constante ¢’ € R telle que
1 1 1
Vo]0 s, K@) =) - g+ 1)+ =g (1e ) e
x

Comme on sait que lir+n L'(x) =0, on en déduit que ¢’ =0, donc que
V€0, +oo[ L'(x)z—lln(lJri)-
) ) 2 :C2

1
Notons h:z —g In (1 + —2) — arctan(x).
x
La fonction h est dérivable sur R* et on a pour tout z >0 :

() =—%1n(1+ L )— f(_—Q) v L —%1n(1+%) =L'(x).

2 2\z3 /) 22+1 22+1
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On en déduit qu’il existe une constante c € R telle que
T 1
Vo e]0,+oo[, L(z)-= -3 In (1 + —2) —arctan(x) + c.
x

1 1 1
Comme —g In(1+ s x_:roc—%ﬁ =5 onen déduit que Il_l)fg(} L(x) = —g +c.

s
Comme on sait par ailleurs que lim L(z) =0, on conclut que ¢ = Ex donc que :
Tr—+o00

T 1 T
Vo e]0,+oo[, L(z)-= -3 In (1 + ;) —arctan(x) + 5

Comme la fonction L est continue en zéro, on obtient, en prenant la limite du membre de droite en
b
zéro, que L(0) = 7

En utilisant le définition de la fonction L, on trouve finalement que :

+oc>1_ +00 @1
Loy [Tl g ) 1
0 t 0 t 2

In(u)

Q9. La fonction m: u est continue par morceaux sur ]0,1[.

* On a |m(u)| NO—ln(u).

1
Comme pour tout w €]0, 1[, —In(u) > 0 et 'intégrale f In(u)du converge (par le cours), on en déduit
0
par comparaison que m est intégrable en 0.
In(1+u-1) u—1_1

- u=lqy —1
La fonction m est donc prolongeable par continuité en 1 donc elle est intégrable en 1.

Ainsi :

* On a |m(u)| =

1
la fonction u n(u) est intégrable sur 10, 1[.

u —

Q10. Soit k ¢ N.
La fonction my, : u ~ u*In(u) est continue par morceaux sur ]0,1]. On a par intégration par parties
(les fonctions en jeu sont bien de classe C!) pour tout € € ]0,1] :

1 R+ n () ! 1 1 ehtlin(e)  1-eh+l 1
N _[ut'In B /‘ ko ~ L
fs wInu) du [ kol ] el TN T TG = (e D)

par croissances Comparées.

Ainsi :
1 1 1
I'intégrale / u¥In(u) du converge et a pour valeur f uFIn(u) du = ————.
0 0 (k+1)2
1 +o00
Q11. La somme de la série géométrique Vu €] -1, 1], T " > u* permet d’écrire que
I i

v e0, 1], m(u):;i;mk(u), ot my(u) = uF In(u).

Vérifions les hypotheses du théoreme d’intégration terme a terme.
La série de fonctions Y ;5 my converge simplement sur ]0, 1[.
D’apres la question précédente, pour tout k € N, la fonction my, est intégrable sur |0, 1[ (puis-
qu’elle est de signe constant sur |0, 1[ donc son intégrale sur 0, 1] est absolument convergente).
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1
La série numérique de terme général f |my(u)|du converge puisqu’il s’agit de la série de
0

terme général (série de Riemann avec 2 > 1 apres glissement d’indice).

1
(k+1)2
On en déduit que m est intégrable sur ]0,1[ (on le savait déja) et on a I’égalité

f011;1(ul) [ (ka(u))du ’:i)f mk(u)du—g%ﬁ

Ainsi :

Uln(u) =1 72
fo w1 s ,;)(k+1)2 Z(k)?"?

Q12. Soit (f,,) une suite de fonctions continues par morceaux, définies sur un intervalle I de R, &
valeurs dans le corps K des réels ou des complexes.
On suppose que :
La suite (f,) converge simplement sur I vers une fonction f (continue par morceaux sur I).
Il existe une fonction ¢ intégrable sur I telle que :

VneN, Vtel, |fu(t)]<e(t).

Alors f et les f, sont intégrables sur I, la suite de terme général [, f, converge, et on a

Jm [ [0

Q13. On applique le théoreme de convergence dominée a la suite de fonctions (f,) définies par
Vit e [07 1[7 fN(t) = f(tn)
Soit t € [0,1].
On a Jim " =0 et donc lim f(t™) = f(0) par continuité de f en 0.
Ainsi, la suite (f,,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction constante f: ¢+~ f(0)
Comme f est continue sur le segment [0, 1], elle y est bornée.
La fonction constante ¢ = | f[12" est continue par morceaux sur [0,1] et donc intégrable sur

[0, 1] et elle vérifie :
VneN, Vte[0,1[, |fn(t)] < @(t) (puisque t" € [0,1]).

On en déduit que :

lim 1, = folf(o)dt:f(o).

n—+oo

1
Q14. Soit n € N*. On pose le changement de variable ¢ = u!/* dans l'intégrale convergente [ f™)de
0

(car t — f(t") est continue sur le segment [0,1]). On obtient une nouvelle intégrale qui est aussi
convergente et de méme valeur.
On a alors :

1 1 1
f J@r)dt = l f f(u)u‘“l/" du, ouencore nl, = f @ul/n du.
0 n.Jo 0o u
Mul/n.

u
Vérifions les hypotheses du théoreme de convergence dominée.

Soit u €]0,1].

Pour tout n € N*, on pose g, : u —

Comme u!/™ = exp(ln(T“)) tend vers 1 quand n — +oc0, on a liI}l gn(u) = @
n—-+oo u
Ainis, la suite (g,,) converge simplement sur ]0, 1] vers la fonction g : u M
u



On dispose de I'hypothése de domination Vn € N*, Vu €]0,1], |g,(u)| < |g(u)] car 0 < ul/* < 1.
Or, |g| est intégrable sur |0, 1] par hypothese (puisque g 'est).

On conclut que :
1
lim nl, = f Md
0o u

n—+oo

Q15. La question précédente (applicable puisque le sinus est une fonction continue sur R, et que

sin(u
f ( du converge absolument) donne :
0

u
1 1g;
lim nf sin(t")dt:f Md
0 0

n—+oo u

sin

On remarque que u ~ est continue et positive, non identiquement nulle sur ]0, 1] et donc son

u
intégrale est strictement positive donc n’est pas nulle.
Ainsi :
1 1 rlsin(u
f sin(¢")dt ~ — f () du.
0 n—+oo m, Jo u

PROBLEME 2 Extrait Centrale PC 2016

Q16. Soit x € R. La fonction ¢ — t*"le~t est continue (par morceaux) sur ]0, +oco|.

+00
L’intégrale f t* e~ dt est donc généralisée en 0 et en +oo.
0

. 1
Ftude en 0 : On a t* et ~ t* 1= .
t—0+ tl—z

Pour tout ¢ €]0,1], on a — > 0.
ti-=

1 1
Ainsi, par comparaison par équivalent, les intégrales f t*le7tdt et f ﬂ—xdt sont de méme na-
0 o ti-

ture.

11
On sait que l'intégrale de Riemann / pren dt converge si et seulement si 1 —x < 1 c¢’est-a-dire x > 0.
0

p 1
Etude en +o00 : On a lim t**'e™* = 0 donc t* et o (—)
—+00 t—+o00 t2

Pour tout ¢ € [1,+00[, = > 0.

2
+o0 1
L’intégrale de Riemann / 2 dt converge car 2 > 1.
1
+00
Ainsi, par comparaison, I'intégrale [ t*"te7t dt converge.
1

+ 00
On en déduit que 'intégrale f t*Le~tdt converge si et seulement si z > 0.
0
Ainsi :

la fonction I' a pour domaine de définition & =)0, +oo].

Q17. Soit x €]0, +oo[. Soit (a,b) e R? avec 0 < a < b < +oo.
Les fonctions ¢t » —e7t et ¢t — t* sont de classe € sur |0, +oo[ donc on a par intégration par parties :

b b
f tPe7tdt = [-e 7] + o [ tr et dt.

On a hI[I)l (—e®a®) =0 (car > 0) et lim(—e’bbx) = 0 par croissances comparées.
a—0*

oo
Comme les intégrales f t*le7tdt et f et dt convergent, on obtient par passage a la limite
0

dans I’égalité obtenue (a - 0* et b > +00)

+00 +0o0
f tre7tdt = x f t* et dt.
0 0
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Ainsi :

Vz €]0,+oo[, I'(x + 1) = 2['(z).

Soit x €]0, +oo[. Par récurrence, on montre alors que pour tout n € N* :

C(z+n)=(zx+n-1)(z+1)al(z) = F(x);ljj(x +k).

+

OnaI'(1) = / Ve tdt = blim [-e7]5 = 1.
0 —+00

On a alors par la formule précédente :
n—-1
VneN*, T(n+1)=D(1) [J(k+1) =nl
k=0

Cette formule est également valable pour n = 0.
On en déduit :

VneN*, I'(n)=(n-1)!

Q18. La fonction t = e~** est continue (par morceaux) sur [0, +oo[.
La fonction ¢ : ¢ — t2 est de classe ¢! et strictement croissante sur |0, +oco[ donc le changement de
variable u = t2 est licite. On a du = 2tdt et t = \/u.

Lorsque t =0, on a u =0 et lorsque t - +00, on a u - +oo.
—t2 +00 -u

+00 +oo o
On en déduit que les intégrales [ edt= [T ordt et
a & 0 o 2t o 2Vu
et de méme valeur en cas de convergence.
+00 e—u

+00 1
Or, l'intégrale f —du = f e~"u* du converge (car 1>0) et vaut T (—)
o Vu 0 2

On en déduit que :

du sont de méme nature

+00 1 1
I'intégrale f e dt et vaut =T (—) =T (§)
0 2 \2 2

De méme, on effectue le changement de variable u = t* (licite car la fonction ¢ — t* est de classe €

+00
et strictement croissante sur [0, +oo[) dans 'intégrale f e dt.
0
On obtient :

+00 4 +00 6—t4 +00 4 +oo  o-U 1 1
I'intégrale fo et dt = ‘/0 yre) 4t3dt converge et vaut /0 et dt = [0 YW du = ZF (Z) = F(

5

4

)

Q19. Soit ¢ €]0, +oo].

Si t €]0,1] alors Int <0 et on a pour tout x € [a,b], et < erInt L ealnt,
Sit €]1,+oo[ alors Int >0 et on a pour tout x € [a,b], 2"t < erInt  bInt,
Ainsi pour tout z € [a,b], on a t* < max(¢?,t%).

Comme t* >0 et t? >0, on a t* < t% + 10 et tb < to + 1.

Ainsi, max(t¢,t?) <t +t°.

On a donc :

pour tout ¢ >0, pour tout z € [a,b], t* < max(t%,t?) <t* +¢b

Q20. » Commencons par prouver ce résultat utile pour la suite : pour tout ¢ € N et pour tout
x €]0, +oo[, la fonction ¢ — (Int)“t*~te~t est intégrable sur 0, +oo.

Soit £ € N et z €]0, +oo].

La fonction ¢ — (Int)“* et est continue par morceaux sur 0, +oo[.

|th+1e—t

: . , 1
On a thm |Int = 0 par croissances comparées donc |In¢|t*te™t = ,.0 ( .
—>+00 —+o00

2

1 too ]
Comme pour tout ¢ € [1,+oo[, on a 7 > 0 et l'intégrale f 7 dt converge (car 2 > 1), on en déduit
1

7




+ 00
que l'intégrale / |In¢|*te~* dt converge.
1

1
On a %in&|lnt|etx/ze_t = 0 par croissances comparées (car x/2 > 0) donc |Int[*t* e = 0 (tl——a:/Q)

1 L1
Comme pour tout t €]0,1], on a P >0 et I'intégrale fo ) dt converge (car 1 -z/2 < 1), on en

/
1
déduit que l'intégrale f |Int|“t*"Le " dt converge.
0
+00
On en déduit que 'intégrale f |Int|“t*"te ! dt converge.
0

* Soit k € N*. Montrons que la fonction T est de classe €% sur ]0,+oo[ et déterminons T'().
On pose pour tout x €]0, +oo[ et pour tout ¢ €]0, +oo[, f(z,t) = t*~le7t = ele-1)Int=t,
Soit ¢ €]0, +oo[. La fonction z — f(x,t) est de classe €% sur |0, +oo[ et on a pour tout £ € [1,k] et
pour tout z €]0, +oo[ :

Wl@ t) = (Int)“t* e (expression valable pour £ = 0)

axz ) - p p - *
Soit £ € [0,k —1]. Soit x €]0, +oo].
D’aprés ce qui précede, la fonction ¢t — (Int)“*~le~t est intégrable sur 0, +oo].
Soit t €]0, +oo[. Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b. Soit x € [a,b]. On a :
<JIntF o te™ + [Int[* " e (ne dépend pas de z) car t* < t% +t* d’apres 4.a).

ak
feey

D’apres ce qui précede, comme a > 0 et b > 0, les fonctions ¢ = |Int[‘t* et et ¢t — |Int|/t*~le~* sont

intégrables sur ]0, +oo|.

Donc par somme, la fonction ¢ — |Int|Fte~le~t + |Int|Ft*~le~t est intégrable sur |0, +oo].

Ainsi, par le théoréme de classe €% des intégrales a parametre, on en déduit que pour tout segment

[a, b] inclus dans ]0, +oo[, la fonction I'|f, ) est de classe €% sur [a, b] et on peut dériver sous I'intégrale

sur [a,b] et comme la classe €% est une propriété locale, on obtient que la fonction I' est de classe
+

€% sur |0, +oo[ et pour tout x €]0, +oo[ : T*)(z) = f (Int)*tr=Lle~tde.
0

Comme I est de classe €% sur ]0, +oo[ pour tout k € N*, on en déduit que :

la fonction T est de classe € sur 0, +oo[ et pour tout k € N* et pour tout x €]0, +oof :
+oo
' (z) = / (Int)Ft*~le 'de.
0

Q21. D’apres Q17.,on a I'(1) =T'(2) = 1.

Comme la fonction I' est de classe €™ sur [1,2] (et donc continue sur [1,2] et dérivable sur |1,2[),
on en déduit par le théoreme de Rolle que la fonction I' s’annule sur ]1,2].

Soit x €]0, +oo[.

La fonction ¢ — (Int)%t*~te~t est continue et positive sur ]0,+oo[ et elle prend une valeur strictement
positive en % par exemple donc par stricte positivité de 'intégrale, on a I'(x) > 0.

Par suite, la fonction I'” est strictement croissante sur 0, +oo].

Ainsi :

‘la fonction IV s’annule en un unique réel £ et sa partie entiere est égale a 1. ‘

Q22. La fonction I est strictement croissante sur ]0,+oo[ et s’annule en £ donc pour tout z €]0, &,
["(z) <0 et pour tout x €], +oo[, I'(z) > 0.
On en déduit que :

la fonction I' est strictement décroissante sur ]0,&] et strictement croissante sur [, +oo].

Par ailleurs, on a pour tout z €]0, +oo[, ['(z + 1) = 2T'(x).

Par continuité de I en 1, on a lir% ['(z+1)=T(1) =1 et donc I'(x) . Ainsi, liI(I]1+ ['(z) = +o0.

z—0
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Puisque I' est croissante sur [£, +oo[, la fonction I" admet une limite en +oo.
De plus, lim I'(n+1)= lim n!=+co0 d’ou lim I'(z) = +oo.
n—+oo n—+oo Tr—>+00

h%ﬁ [(z) = lim ['(z) = +o0.

On sait que pour tout z €]0, +oo[, I'(z + 1) = 2I'(x) donc par dérivation, I''(x + 1) = T'(z) + 21" (z).
On a donc pour tout z €]0, +oo[, 22I"(z) = 2I"(x + 1) — 2T ().

Par continuité de IV en 1, on a lir(r)l xl"(x +1) =0 et comme I'(x) v T ona liI(I)l xl'(z) = 1.
-0t z—0 r—0*

1
Par suite, lirgl 2T () = -1 donc I (x) SPi s On a donc lirgl IM(z) = —oo0.
rz—>0* T—> x r—>0*
Pour tout x € [£,+oo[, on a I'(x) >0 donc I"(z + 1) = T'(x) + 21" (z) > T'(x).
Comme lim T'(x) = +00, par inégalité, on en déduit que lim [(x+1) =+00 d'on lim [M(x) = +oo.

Tr—>+o00

lim IV(z) = —o0 et lim IM(z) = +00

z—0*

20 T
18
16T
14
L

o] |

Q23. On pose pour tout x € R et pour tout ¢ €]0, +oo[, g(x,t) = e~tt~3/4eitx,
Soit t €]0, +oo[. La fonction x — g(z,t) est de classe € sur R et on a pour tout k € N* et
pour tout x e R :
kg
Oxk

Soit k € N. Soit z € R.
k

La fonction t — a—i(x, t) est continue par morceaux sur |0, +oo[ et on a pour tout ¢ €]0, +oo[ :
x

(x,t) = (it)*e 34t (formule valable aussi pour k = 0).

% x, t)‘ — tk—3/4e—t — tk+1/4_le_t.
T

D’apres ce qui précede, la fonction ¢ +— th+1/4-1e~t est intégrable sur ]0,+oo[ car k+ 1/4 > 0.
ok
Cela prouve l'intégrabilité de t — 8—2(35, t) sur ]0,+oo[ et 'hypothese de domination puisque
x
cette fonction ne dépend pas de x.
Par le théoreme de dérivation sous le signe intégral, on en déduit :

la fonction F' est définie et de classe € sur R
+00 .
et pour tout k € N* et pour tout z e R, F¥(z) = i* f e th-3/4eint (.

On a de plus F(O):f oo251/4‘16‘75dt=F(}L).
0
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Q24. Soit = € R. Par le développement en série entiere de la fonction exponentielle complexe, on a
pour tout teR :

Z (ztx)".

400 t00 t
Ainsi, F(x) = f Z SR G x) dt.
0
Appliquons le théoreme d’ mtegratlon terme a terme pour la série de fonction Z fn ou pour tout
(izt)" ,
T (l’ ﬁxe).
Soit ¢ €]0, +oo[. Par ce qui précede, la série Y f,(t) converge et sa somme vaut S(t) = et

Donc la série de fonctions Z fn converge simplement sur |0, +oo].
n20

Soit n € N. La fonction f,, est continue par morceaux sur ]0,+oo|.

On a pour tout t €]0, +oo[, | f,(¢)| = @t"”/‘*‘le‘t.
n!

neN, f, est la fonction définie par : V¢ €]0, +oo[, f,(t) = e tt=3/4
73/4eitx.

n
La fonction f,, est donc intégrable sur |0, +oo[ puisque n+1/4 >0 (Q est ici une constante).
n!

De plus, pour tout n > 2, on a par croissance de 'intégrale :

0< f | fu(t)|dt = —— lat* f /Aot d = ﬂF(n+ 1/4) < ﬂr(qﬂ 1) = |z
0 0 n! n!

en utilisant le fait que la fonction I' est croissante sur [2,+oo[ et T'(n+1) = nl.
Ainsi, si x €] - 1, 1] alors la série géométrique Z |z|™ converge et donc par comparaison par

+oo
inégalité, la série ) f | fn(t)|dt converge.
0

Par le théoreme d’intégration terme a terme, on en déduit :

S ) n +00
pour tout z €] - 1,1[, on a F(z) =Y ¢, (m‘) avec YneN, ¢, = / A et e = T (n + 1/4).
= nl 0

1 n—-1 1 n—1 1
Par Q17, on obtient ¢, = F(—) H (k; + —) = o H (k + —).
4 4 i) 4

k=0

La fonction I" est croissante sur [2,+oo[ donc pour tout n > 2, on a :

1 T'(n) e

n n!

" :F(n+1/4) < [(n+1) _

n! S n!

n!

On en déduit que cn =0 (1) et — = O(cnl )
! n!

Comme les séries entieres Zx” et Z —x™ ont le méme rayon de convergence qui est 1, on en déduit
n
que :

(iz)"
n!

la série entiere Z Cn a pour rayon de convergence 1.

1
Q25. On a pour tout n>2, 0 < — <
n

Z‘n
cn—|.
n!

U
c,—| diverge.

Ainsi :

il n’y a pas convergence absolue pour |z| = 1.
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x2n+1

@n+ 1)l

Q26. On a pour tout z €] - 1,1[, F(z) = Z Con(=1)" +7 Z Cons1(=1)"

(2 )'

R(z) I(z)
Les développements en série entiere de R et I donnent leurs développements limités en O :

1 1
R(z)=cy- 502:152 + 00(x3) et I(x)=cix- 603353 + 00(x4)
Comme ¢; = }100, Co = 15600 et c3 = 6260, on obtient :
) 1 15
R(z) = ¢ (1 - iﬁ) + $20(x3) et I(x)=cy (Zx - mx:”) + $20(x4)

Q27. On a pour tout z € R, F'(z) = @/ tH/4gliz=1)t g4
0
Soit (a,b) €]0, +oo[2 avec 0 < a < b.

Les fonctions t ~ tY/4 et t ~ - e(z=Dt sont de classe €' sur ]0,+oo[ donc par intégration par
i —

parties, on a :

b ‘ 1, b 1 b ,
f t1/4e(zx—1)t dt = [ : e(zx—l)tt1/4:| _ : f 75—3/4e(7,w—1)t dt
a ir—1 o 4(ix-1) Ja

1 1 A

On a lim ——e@ g/t = 0 et lim ———e@ D0V = 0 car lim |———e(@Dop1/4| = lim —‘e‘bbl/4 =0

a—0 91 — b—>+00 UL — b—+oo |20 — b—s+oo |2 —
par croissances comparées.
On en déduit par passage a la limite (a - 0* et b — +00) et multiplication par i :

1
F'(z) =—-———F(x).
Ainsi :
? 1 x—1

F vérifie sur R I’équation différentielle F' + AF =0 avec A:x

A(iz-1) 4(z+i) 4(z2+1)

1 :
Q28. Soit ¢ la fonction définie par : Vx e R, p(x) = "3 In(1+22) + iarctana:.

La fonction ¢ est dérivable sur R et on a pour tout x € R :

'(a:)——l 2z +£' I —z+a
L T R R R T S

—A(x).

Par suite, la fonction ¢ est une primitive de —A sur R.
On en déduit qu'’il existe C € C tel que pour tout x € R, F(x) = Ce?(®) = C(1 + x2)-1/8¢i/4arctanz,
Ona C=F(0)=I(1/4) d’ou :

Ve R, F(.T) = F(1/4)(1 + x2)—1/8€%arctanx.
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