_1)

On sait que la série Z ( converge et Z ( D) =—1In2 (cf exercice 6 du chapitre SERIES NUME-
n n

n=1

RIQUES).

n
On note pour tout n e N*, H,, = Z .
k=1

On sait également qu’il existe v € R tel que :

e

H, =~ +In(n) +o(1).

On réordonne les termes de la série harmonique alternée de la maniere suivante :
On commence par le premier terme négatif puis les deux premiers termes positifs, puis le terme
négatif suivant, puis les deux termes positifs suivants, etc...

1
On obtient donc pour les premiers termes de la nouvelle série : —1, 21 38

On note (S, )nen+ la suite des sommes partielles de cette nouvelle série.

1
1. Montrer que pour tout n € N*, Ss, = 5 (H, - Hy,).

In2
2. En déduire que lim Sz, = ——.
n—>+oo 2
In2 In2
3. Montrer qu’on a également lim Ss,,; = ——— et hm S3pso = ——.
n—>+00 2 n—+ 2
In2
4. En déduire que lim S, = (on pourra revenir a la définition de limite).
n—+oo
In2
On en déduit que cette permutation de la série alternée converge et a pour somme 5

La somme n’est donc pas la méme !
Avec d’autres permutations, on peut méme obtenir une série divergente !
Surpris ?

Corrigé :
1. Soit n € N*. La somme Ss3,, va contenir les n premiers termes négatifs et les 2n premiers termes
positifs. Ainsi :

_ n—1 (_1)2k+1 . 2n (_1)2k ~ n-1 1 1 2n 1

1
nl 1 1 1 1 1
=42k 2 2 2 2
2. On a donc :
1 1 In2
Ssn = =(y+Inn+o(1) -y -1n(2n) +o(1)) = = ln (i) +o(1) = b o(1).
D) 2n 2
In2
On en déduit que hIP Ss3, = —HT.
1
3. On a pour tout n € N*, S3,,.1 =S3,, — .
2n+1 9
Comme n1_1>r+noo T =0, on en déduit qui hm S3n+1 = —HT.
O tout N*. Sa3,42 = S )
n a pour tout n € , D3n+2 3 1+4n+2 -
Comme lim =0, on en déduit que lim Ss,,9 = =22
n—+oo 4n + n—+00 2

4. Soit € > 0.
On sait qu’il existe :



In2
- n1 € N* tel que pour tout n € N avec n > nq, |Ss3, + - <e
In2
- ng € N* tel que pour tout n € N avec n > no, |S3,1 + T3 <eg
In2
- n3 € N* tel que pour tout n € N avec n > ngs, |S3,.0 + - <e.
Notons N = max(3nq,3ns + 1,3n3 + 2). Soit m € N avec m > N.
On effectue la division euclidienne de m p ar 3.
In
Si m s’écrit m = 3n alors 3n > N > 3n; donc n > ny et donc |[S,, + - <e.
In
Sim s’écrit m=3n+1 alors 3n+1>N >3ns +1 donc n > ny et donce Sm+7 <e.
In2
Sim s’écrit m =3n+2 alors 3n+2 >N > 3ns + 2 donc n > ns et donc Sm+7 <e
In2
Dans tous les cas, [S,, + —| <.

. In2
On a donc prouvé que lim S, = ——.
n—>+00



