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EXERCICE 1 : Extrait CCP PC 2020

Q1.

Q2.

Q3.

Q4.

Soit x> 0.
La fonction ¢t — f(z,t) est continue (par morceaux) sur |0, +oo[ par opérations sur les fonctions
usuelles.

t
Pour tout ¢ €]0, +oo[, on a [sin(t)] < [t| donc 0 < |f(z,t)| = Sm()

< e—:ct'

+00o
Or, l'intégrale / e "dt converge (intégrale de référence avec z > 0).
0

+ 00
Par comparaison, on en déduit que I'intégrale / |f(x,t)|dt converge c’est-a-dire :
0

la fonction ¢t — f(x,t) est intégrable sur ]0,+oo].

Soit x > 0.
La fonction t — u(x,t) est dérivable sur ]0,+oo[ et on a pour tout t €]0, +oo] :

ou xcos(t) —sin(t) _,, xsin(t) + cos(t) .
el t) = — -zt _ -z
81%(90’ ) 1+ 22 1+ 22 x(zx)e

_ —xcos(t) +sin(t) +x?sin(t) + 2 cos(t) ot

- 1+ 22

1+ 2?)sin(t
)i
1+ 2?2

Donc :

la fonction ¢ — u(z,t) est bien une primitive de la fonction t +~ sin(t)e=** sur ]0, +oo|.

Utilisons le théoréme de convergence dominée a parametre continu.

xt

t
— Soit t €]0,+00[. On a lim e =0 (car t > 0) donc lim %6 =0¢€R (produit par une

constante).
— Soit t €]0,+o00[ et z € [1, +oo[.
sm(t) B B ,
Ona0<|f(x,t)|= < et et (ne dépend pas de z).

Or, la fonction t — e*t est positive et d’intégrale convergente sur ]0,+oo[ (intégrale de
référence avec 1 >0) donc ¢t — e~* est intégrable sur 0, +oo].

On en déduit par le théoreme de convergence dominée a parametre continu que :

+00
lim F(x):[ 0dt = 0
0

T—>+00

Soit a > 0.

— Pour tout x € [a,+oo[, t — f(x,t) est intégrable sur |0, +oo[ (d’apres la question Q1 avec
r>2a>0).

— Pour tout ¢t >0, z —~ f(x,t) est de classe € sur [a,+oo[ et pour tout x >a, on a :

8f : —xt
5 —(z,t) = —sin(t)e



Q5.

Q6.

Q7.

— Pour tout z € [a, +oo[ et pour tout t €]0, +oo[, on a :
af : -t -t —at 4
O—(x,t) =|-sin(t)e™| < e™ <e™ (ne dépend pas de ).
x
De plus, la fonction ¢ = e est intégrable sur |0, +oo[ (car a > 0, intégrale de référence).

+00
On en déduit par le théoreme de dérivation des intégrales a parametres que F': x — f f(x,t)dt
0

+00 ) +0o0
est de classe €' sur [a, +oo[ et pour tout x > a, F'(x) = f a_f(ﬂﬁ,t)dt =- / sin(t)e 'dt.
0 T 0

+00
F est dérivable sur [a,+oo[ et pour tout z € [a,+oo[, F'(z) = - [ sin(t)e-tdt.
0

Comme F est dérivable sur [a, +oo[ pour tout a > 0, F' est dérivable sur ]0, +oo[ (la dérivabilité
est une propriété locale) et on a pour tout z >0 :

Fa)=- [ sin(0)edt = - (a5 = - Jim ue.t) -l ue.t)) =~ (04 12)

+ a2
B 1
1+ a2
z+1 ) r+1 _, N -
car pour tout ¢t >0, 0 < |u(z,t)| < et et lim e =0 d’ou la limite en +oco par le

1+ a2 t—+oo 1 + 12
théoreme de limite par encadrement.

1
1+ 22

F' est dérivable sur ]0,+oo[ et pour tout x €]0, +oo[, F'(z) = —

La fonction F' est une primitive de F’ sur l'intervalle ]0,+oo[ donc il existe K € R tel que pour
tout x >0, F(x) = —arctan(z) + K.

Comme on a vu que lim F(x)=0, ona—g+K=OdoncK:g.

Ainsi :

pour tout z >0, F(x) = g —arctan(x).

Notons qu’on a pour tout x € [0,1], t = f(x,t) est continue par morceaux sur ]0,1].
Utilisons le théoreme de continuité des intégrales a parametres.

— Pour tout t €]0,1], z — f(x,t) est continue sur [0,1].

— Pour tout ¢ €]0, 1], pour tout z € [0,1], on a :

Sln(t) e—xt

|f(fL‘,t)| = 1

<e™ <1 (ne dépend pas de z).

La fonction constante ¢t — 1 est continue par morceaux sur le segment [0,1] et donc
intégrable sur ]0,1].
On en déduit par le théoreme de continuité des intégrales a parametre que :

la fonction F est bien définie et continue sur [0,1].

u(x,t)
t

2
On a pour tout t > 1 :

La fonction t est continue par morceaux sur [1,+oo[.

xsin(t) + cos(t) et crtl 1

t3/2 < - 50
1+ 22 V| 1+a2\/ttoree

u(z,t)|
2 |

2



Q8.

Qo.

u(x 21 ~ o (tg/z)

+00
De plus, pour tout ¢ € [1,+oo], e > 0 et l'intégrale [ 7 —-=dt converge (Riemann en +oo
1

Ainsi,

3 too u(x,
avec — > 1). Par comparaison, on en déduit que I'intégrale f %dt converge absolument
1

c’est-a-dire :

u(x,t)

t— 2

est intégrable sur [1,+oo].

Soit z € [0,1].
1
Les fonctions w : t » u(x,t) et v:t n sont de classe € sur [1,+oo[ et on a pour tout ¢ > 1 :

w'(t) =sin(t)e™*t et v'(t) = —%2.
On a de plus :

:):+1 1
1+ 22 { toroo

w(t)v(t)] =

— 0 donc w(t)v(t) - 0¢ R.

+00 +oo
Comme lintégrale f w(t)v'(t)dt = / dt converge d’apres la question précé-
1 1
+00 +00
dente, on en déduit par intégration par parties que l'intégrale / f(x,t)dt = f w'(t)v(t)dt
1 1
converge et on a 1’égalité :

Fy() = fl T o()dt = [@]iﬂ [ @) gy

12

Ainsi :

la fonction F, est bien définie sur [0 1] et pour tout x € [0,1] :
1 1 +00
Fy(x) = xsin(1) + cos( ) /‘ u(zx, t)dt
1

1+ 22 12

oo u(.ic t)

Montrons que la fonction z / dt est continue sur [0,1].

u()
2

— Pour tout z € [0, 1], pour tout ¢ € [1, +oo],

— Pour tout ¢ € [1,+0o[, z ~ est continue sur [0, 1].

2
< = (ne dépend pas de z)

u(x,t)‘< 1 x+1
12

S 421 492

car 0<x+1<letl+2221>0.

De plus, la fonction ¢ — o) est intégrable sur [1,+oo[ (Riemann en +oo avec 2 > 1).

On en déduit par le théoreme de continuité des intégrales a parametre que la fonction

+o0 t
s f u(a:, )dt est continue sur [0, 1].

xsin(1) + cos(1
De plus, = ~ (1)+ 5 ( )e‘m est continue sur [0,1] (par opérations sur les fonctions
x

usuelles).
Par somme de fonctions continues, on en déduit que :

la fonction Fy est continue sur [0,1].




Q1o0.

1 +00
e Ainsi, pour tout x € [0,1], comme les intégrales / f(x, t)dt et f f(x,t)dt convergent,
0 1

+00
f f(x,t)dt converge et on a par la relation de Chasles :
0

F(z) = [0 (e t)dt + f1 " fa,)dt = Fy(2) + Fo(x).

Par somme de fonctions continues, on en déduit que :

la fonction F' est bien définie et continue sur [0, 1] et donc en particulier en 0.

+00 g3 t
e On en déduit que |'intégrale / %dt converge | et elle a pour valeur F'(0).
0

Par continuité de F en O :

F(0) = lirgl+ F(x) = 1i1%1+ (g - arctan(x)) =

| X

L’intégrale de Dirichlet a pour valeur g

EXERCICE 2 : Extrait CCP PC 2023

Q11.

Q12.

Q13.

Soit (t,x) €]0, +oo[x] — o0, 1].

On a et > €% = 1 par stricte croissance de la fonction exponentielle sur R et x < 1.
On en déduit que et —x > 0.

Ainsi, le dénominateur ne s’annule pas sur ]0,+oo[x] — 0o, 1] donc :

la fonction f est bien définie sur ]0,+oo[x] — oo, 1].

La fonction t — f(t,1) =

t
1 est continue par morceaux sur ]0,+oo[ (par opérations).
6 p—

+00
Remarquons qu’elle est positive donc il suffit de prouver que l'intégrale f f(t,1)dt converge.
0
En0:Onace - 1 ~ tdonc ltir%f(t,l) =1eR.
On en déduit que la fonction t — f(¢,1) est prolongeable par continuité en 0 donc elle est
intégrable sur ]0,1].

t3 1
En +oo : On a t2f(t, 1)t_):oo o 0 par croissances comparées donc f(t,1) = 0. (t_Z)
+00

1 1
Pour tout ¢ € [1, +oo[, e} > 0 et 'intégrale / t—2dt converge (Riemann en +oco avec 2 > 1).

On en déduit par comparaison que la fonction ¢ — f(t,1) est intégrable sur [1,+oo][.
Ainsi :

la fonction ¢ — f(t,1) est intégrable sur 0, +oo.

La fonction t — f(t,x) =

On a pour tout ¢ €]0,+oo[, z < 1 donc e! —x > e =1 > 0 donc par décroissance de la fonction
inverse sur |0, +oo[ puis produit par ¢ >0, on a 0 < f(t,z) < f(¢,1).

Comme la fonction ¢ — f(¢,1) est intégrable sur ]0,+oo[, on en déduit par comparaison par
inégalité que :

est continue par morceaux sur |0, +oo[ (par opérations).

la fonction ¢t — f(t,x) est intégrable sur ]0,+oo|.




Q14. La fonction t = te~("*Dix™ est continue par morceaux sur [0, +oo|.
Soit y € [0, +oo].

Comme les fonctions ¢t — ¢ et t — — e~ (Dt sont de classe € sur le segment [0,y], on a

o : n+1
par intégration par parties :

[yte—(n+1)tdt _ I:_Le—(m—l)t:ly L1 /ye—(n+1)tdt Y ey, [_Le—(fwl)t]y
0 n+1 o n+1Jo n+1 n+l1l n+1 0

O S S S (75 ) VN
n+1 (n+1)2 (n+1)2

yeoo (1 + 1)2

R

par croissances comparées car n+ 1 > 0.

+o00
On en déduit que 'intégrale [ te~ (DAt converge et a pour valeur
0

(n+1)2
Par linéarité (produit par "), on en déduit que :
1 1 +00 d +0o0o d xn
‘intégrale f s, (t)dt converge et [ sp(t)dt = ——.
g ; (1) g ; (1) (i 1)

Q15. Soit ¢ €]0, +oo].
La série ) (e™'z)" est une série géométrique avec |ez| < e7* < 1 donc elle converge et a pour

n>0
somme :
+00 1
Y (eTtz)" = :
= 1-etx

Par linéarité (produit par te~*), on en déduit que la série Z sn(t) converge et a pour somme :
n20

= te™t t
sp(t) = = .
nzz(:) n(t) l-etz el-x
Ainsi :
la série de fonctions Y s, converge simplement sur |0, +oo[
nz0
+00
et Vt€]0,+o0[, Y su(t) = f(¢,2).
n=0
" - 1 .
Q16. On a pour tout n € N*, 0 < |—| < — et la série Z —; converge (Riemann avec 2 > 1).
n n nxl

On en déduit par comparaison par inégalité que :

‘o x"
la série )" — converge (absolument).
nxl

Utilisons le théoreme d’intégration terme a terme (interversion intégrale / somme infinie).

— D’apres Q15 et par linéarité, la série de fonctions Y xs,, converge simplement sur 0, +oo[
nz0

et a pour somme t — x f(t, ).
— Soit n € N. La fonction s, est continue par morceaux sur [0,+oo[ et d’apres Q14, I'in-

+ 00 +00 +o0
tégrale / te" (DAt converge donc lintégrale / |zs, (t)|dt = [ te~ (D[P e
0 0 0

converge aussi par linéarité.



Ainsi, la fonction zs,, est intégrable sur [0, +oo].
Notons que d’apres Q14, on a aussi par linéarité :

+00 n+1
[ satoyiar = 1
0

(n+1)%

|x|n+l

+00 n
— La série )’ f zs, ()|t = > 1 1) =y % converge d’apres ce qui précede.
n>0 70 nz0 1t n>1 1

Par le théoreme d’intégration terme a terme, on en déduit que t — xf(t, ) est intégrable sur
[0,+00[ et on a :

/(;Jrooxf(t,x)dt:g];Jrooxsn(t)dt

c’est-a-dire par linéarité :

+00 Q,"“l +00 rn
Lz)=Y —— =Y =
@)= 2 Gy~ 2

EXERCICE 3 : Extrait CCINP PC 2022

Q17. L’événement (L; = k) se réalise si et seulement si les k premiers lancers donnent le méme
résultat et le (k + 1)-éme donne un résultat différent.
Ainsi :

k k
(Li=k)= (mpz kaH) U (ﬂFz mPk+1)~
i=1 i=1

k k

Q18. Les événements [ P N Fy1 et [ ) Fi N Py sont incompatibles donc :
i=1 i=1

k k
P(Ly=k) = P(ﬂPZ-kaH) +P(ﬂFmPk+1).
i=1 i=1
Par indépendance des lancers de la piece, on a alors :
Pz=0) - ([P P+ (TP P = (5) 5+ (3) 5-(3)

=1 i=1 2 2

Ainsi :

P(L1 = k’) =27k,

Q19. Comme L1(2) = N, (L; = k)geny est un systéme complet d’événements donc en particulier,
+00
S P(Ly=k)=1.
k=0

Ainsi :

+o0 +00 k
P(L1:O):l—;P(lek):l—];(%) :1_1i/12/2:o

(somme géométrique de raison 1/2 €] -1,1]).

On a P(L; =0) =0. Cela signifie que la série numéro 1 se termine presque stirement.

Q20. En un lancer, une seule série peut étre apparue donc N; est la variable aléatoire constante
égale a 1.

Nl(Q) = {1} et P(N1 = ].) =1.

6



En deux lancers, on peut obtenir une ou deux séries donc No(Q2) = {1, 2}.
L’événement (N = 1) se réalise si et seulement si les deux premiers lancers donnent le méme
résultat c’est-a-dire :

(No=1)=(PinP)u(FinE).

Les événements P, n Py et Fi n F5 sont incompatibles puis par indépendance des lancers, on

obtient : L1111
P(Ngzl):P(Pl)><P(P2)+P(F1)XP(F2)Z—><—+—X—:—.
2 2 2 2 2
1
On a alors nécessairement P(Ny=2)=1-P(Ny=1) = 3
Ainsi :

1
N suit la loi uniforme sur {1,2} c’est-a-dire No(€2) = {1,2} et P(No=1) = P(Ny=2) = 3"

Q21. Au cours des n premiers lancers, on obtient au minimum une série (dans le cas ou les n
lancers donnent le méme résultat) et au maximum n séries (dans le cas ou les n lancers
donnent alternativement des résultats différents) et toutes les situations intermédiaires sont
possibles (pour k € [1,n], si I'on obtient par exemple pile au premier lancer, les résultats
alternent jusqu’au k-eme lancer et on obtient le méme résultat du k-éme au n-eme lancer
alors I'événement (N, = k) se réalise).

Ainsi :

N,.(Q) =[1,n].

Q22. Sil’événement P, n P, est réalisé alors les lancers n et n+ 1 donnent le méme résultat donc
les lancers n et n + 1 appartiennent a la méme série et il y a donc autant de séries apparues
lors des n premiers lancers que lors des n + 1 premiers lancers.

On en déduit que :

(Nn+1:k)ﬂpnﬂpn+1:(Nn:k')ﬂpnﬂpn+1.

Les événements (N, = k) n P, et P,,1 sont indépendants par indépendance des lancers
(car (N, = k) n P, dépend des n premiers lancers et P,,; uniquement du (n + 1)-éme).
On en déduit que :

P((N, = k)1 Py ey Past) = P((Ny = k) 11 P) x P(Pot) = P((N, = k) 1 P,) x %

Ainsi :

P((Nyiy = k) A Pyt Py = %P((Nn _k)nP,).

Q23. D’apres la formule des probabilités totales appliquée avec le systeme complet d’événements
(Pon Py, Fyn oy, B0 Py, Pyn Fryq) (il s’agit bien d’un systéme complet d’événements
car il correspond a tous les différents résultats que 'on peut obtenir aux lancers n et n + 1),
on obtient :

P(Npi1=k)=P((Nps1=k)NnP,nPyi1)+ P(Nps1 =k)nF,n Foi1)
+P((Nn+1 = k) ﬁFnﬂPn+1) +P((Nn+1 = k) ﬁPnﬂFn+1)

_ %P((Nn _k)n P+ %P((Nn _k)nF)+ %P((Nn Ck-1)nF,)+ %P((Nn _k-1)nP,)

= %(P((Nn =k)nP,)+P((N,=k)nF,))+ %(P((Nn =k-1)nF,)+P((N,=k-1)nP,))
= SP(N, =k) + S P(Ny =k ~1)



d’apres la formule des probabilités totales appliquée avec le systeme complet d’événements
(P, Fy).

1 1
P(NnJrl:k')ZEP(NnZk)—FiP(Nn:k—l)

Q24. Soit x € R. On a d’apres la question précédente :

n+1 1 n+1 1 n+l
Gpe1(x) = Y P(Nyiq = k)a® = Z P(N, =k)z* + = Z P(N, =k-1)z*
k=1 24
1& 1 &
=5 > P(N, =k)z" + B P(Nn =n+1)a™!+ 5 Z P(N, = k)z"*! par glissement d’indice
k=1 =

=0

SIS P, = ket L P Z0)+2 3 P(N, = k)ak*!
24 \—,—/0 243
1 1
= 3Gu(@) + 3 L eGo(a) = “”G ().
Pour tout x € R, G,,1(x) = L+ xG (z).

Q25. Soit x € R. D’apres la question précédente, la suite (G, ())nen+ est une suite géométrique de
1+x

raison

et de premier terme Gy(z) = .

On en déduit que :

1+ a:)"‘l

pour tout n € N*, G, (x) = x( 5

Q26. On sait déja que | N,(2) = [1,n] |
Par la formule du binéme de Newton, on a pour tout z € R :

S - (o ) R T [0 R A

n

Comme par définition, on a pour tout z € R, G,,(z) = Y P(N, = k)x*, on en déduit par unicité
k=1

des ccefficients d’'un polynéme dans la base canonique que :

k-1

-1 1 n-1
pour tout k € [1,n], P(N, = k) = (n )(5) :

EXERCICE 4 : Extrait CCINP PC 2020

Q27. Chaque variable X} modélise le pas effectué par le pion a 'instant k& (elle prend la valeur +1
si le déplacement se fait sur la droite et la valeur —1 si le déplacement se fait sur la gauche, de
fagon équiprobable) donc pour n € N*, S, = Z X} modélise la position du pion a l'instant n.

k=1
Comme Sy =0, Sy modélise aussi la position du pion a I'instant 0.

’La variable aléatoire S,, représente la position du pion a l'instant n.




Q28.

Q29.

Q30.

Q31.

On apO:P(S():O):l.

Comme S1(2) = X1(Q) ={-1,1}, on a (S; =0) =& donc p; = P(S;=0) =0.

Enfin, on a py = P(S,=0) = P(X; + X, =0).

D’apres la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements ((X; = k) )rex, ()
c’est-a-dire ((X;=-1),(X;=1)),0on a

p=P(X1+Xo=0)=P((X1=1)n(X1+X3=0))+P((X;=-1)n(X;+ X, =0))
=P((X1=1)n(Xz=-1)) + P((Xo = -1)n (X1 =1))
=P(X;=1)P(Xy=-1)+ P(X;=-1)P(X3=1) (car X; et X5 sont indépendantes)
11111
=33%33° %

1
po=1,p1=06tpz=§-

n
Si n est impair alors pour tout w € 2, S,(w) =Y X;(w) est un nombre impair car c’est la
k=1 ~——
e{£1}
somme d’un nombre impair de nombres impairs.

En d’autres termes, si on note p le nombre de déplacements vers la gauche réalisés en n étapes,
alors le pion a fait aussi n — p déplacements vers la droite, donc sa position a l'instant n est
-p+n—p=n-2p qui est un nombre impair.

Ainsi, la variable aléatoire S,, ne prend comme valeurs que des nombres impairs.

On en déduit que (S, =0) = @ (puisque 0 est pair) donc p, = P(S,, =0) =0.

‘Si n est impair alors on a p, = 0. ‘

On a Y(Q) = (%) () = {ﬁ ﬂ} ={0,1} donc Y} suit une loi de Bernoulli.

2 772
1
De plus, P(Ykzl):P(%:l):P(szl)za

Ainsi :

1
Y}, suit la loi de Bernoulli de parametre 3

1
Les variables Y7,...,Y, suivent toutes une loi de Bernoulli de méme parametre 3 et sont

indépendantes (puisque les variables X1,..., X, le sont) donc :

n 1
pour tout n >0, Z, = 2 Y}, suit la loi binomiale de parametres n et 3
k=1

Par suite, Z,(Q2) = [[0,n]] et pour tout & € [[0,n]] :

- (-0

De plus, on a :

donc | S, =27, —n. ‘




Q32. Pour tout m € N*, 2m > 0, donc d’apres la question précédente :
pgm:P(SszO) :P(2Z2m—2m:()):P(ng:m)
~ (2m) (1)2m ~ (Qm) 1
“\Am/\2 “\m Jam

Comme (8)4% =1 = pg, ce résultat est encore valable pour m = 0.

Pour tout m € N, py,, = (2,:7)4%

Q33. . Pour tout neN, |p,| = P(S, =0) <1 donc p, =O(1).
Ainsi, le rayon de convergence de la série entiere Y., p,z™ est supérieur ou égal au rayon de

convergence de la série entiere )., 12" (série géométrique) c’est-a-dire | R, > 1.

Q34. Pour tout m e N* on a :

(—1)mﬁ(_%_k+1)=%ﬁ(‘(‘%‘k”))

ml

I I
_‘ 3|~
B s
s

=~
= “‘ |

| p—

— N —
N

_ 1 T4 (2K - 1) TR (2F)
ml2m [Tr2, (2K)
1 Ik
ml2m 2m [T k
I @2m)! (@2m)! 1  (2m\ 1
m12m 2mml ~ mlml 2mam _( )4m - Pam-

m

“hym o1
VmeN*,me:uH(—i—k+1).

ml

Q35. D’apres le cours, pour tout « € R, pour tout x €] —1,1[, on a :
1 1 +00 1 n
(1+x)°‘—1+205(a )..la=n+ ) a" =1+ —[l(a-k+1)a"
n=1T" =1

n!
Par suite, pour tout z €] - 1,1[, comme (-22) €] - 1,1[, on a

+001 n

-ty =1+ 2 H(a k+1)(=22)" 1+2( .)nH(a k4 1)an.

Par ailleurs, avec les expressions trouvées pour p, dans la partie précédente, on a pour tout
re|l-1,1] (ona R, > 1),

f(z) = ana: = po + sznx - Zp2n+1 g2l

n= OT
1)n H(—— —k+1)a®",

+00 +o0
=1+ Z p2nx2n = Z

n=1

1
On en déduit que a = ~3 convient.

Pour tout z €] —1,1[, f(x) = (1 -a2)71/2.
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Q36. Si (T =1) se réalise alors (57 = 0) se réalise c¢’est-a-dire (7' =1) c (S; =0).
On en déduit que g1 = P(T=1) < P(S1=0)=p; =0 d’ou ¢; = 0.
Comme (57 =0) est 'événement impossible, on a par définition de 7" : (T'=2) = (S =0).

1
Ainsi, gy = P(T' =2) = P(S3 =0) = py donc ¢, = 5

1
Q1=06tQ2=§

Q37. Soit n e N. Pour tout x € [-1,1], on a :
19 (2)] = |gna"| = P(T = n)a|" < P(T = n).

Ainsi, P(T =n) est un majorant de 'ensemble {|g,(x)|,z € [-1,1]} et HgnH Ven est le plus

petit d’ott 0 < \|gn|\£;1’1] < P(T =n).

Or, la série ) P(T =n) converge (par o-additivité car les événements (T = n) pour n € N
n>0

sont deux a deux incompatibles).

_171]

Par comparaison par inégalité, on en déduit que la série ) | gl
nz0

converge.

Ainsi :

la série de fonctions Z gn converge normalement sur [-1,1].
n20

Comme la série de fonctions Y, g, converge normalement sur [-1,1], elle converge simple-
ment sur [-1,1] donc en particulier, la série ¥.,50 gn(1) converge.
Comme R, =sup{r >0, ¥,50¢.r" converge}, on en déduit que :

R > 1.

Q38. Comme R, >1 et R, > 1, on a min(R,, R,) > 1 donc par produit de Cauchy, on a pour tout

re]-1,1[ :
f(a)g(x) = (an )(f qn:c") = Z::O(ipkqn_k) "

[ (e )

n=1 \k=0

= poqo + Z pnz”  (d’apres la relation admise pour tout n € N¥)
n=1

_O+anx = -1+ poa’ +anm ——1+anx = -1+ f(x).

n=1 n=0

Vo e~ L[, f(0)g(x) = -1+ f(a).

Q39. Comme, pour tout x €] -1,1[, f(x) = (1-22)"1/2 (d’apres la question 35.), la relation obtenue
a la question précédente devient :

Veel-1,1[, (1-22)%g(z)=(1-22)"2-1

donc en multipliant de part et d’autre par 1 -2 = (1-22)/2, on a bien :

Vee]-1,1[, g(z)=1-v1-22
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Pour tout z €] - 1,1[, on a :

+00 1 n
(1+x)a=1+2—' (a—k+1)z"
n=1T" =1

Avec av = 1/2, pour tout x €] — 1, 1[, comme (-22) €] -1,1[, on a :

m—1+z H(——k+1)(x = Z::o

Ainsi :

Veel-1,1[, g(z) =1-V1-22= Z 1).n+1ﬁ(%—k+1)$2

k=1

+00 N +00 (_1)n+1 n 1
Q40. Pour tout z €] - 1,1[, on a g(x) = T;)qn:c = 1;1 - IQ (5 -k+ 1)372
Par unicité du développement en série entiere sur | — 1, 1[, on en déduit que :

(_1)n+1 n 1
VNEN*,QQn= H(é—k-Fl)etanN,QQn_,.l:O.

nl g3

Q41. Comme T'(2) =Nu{+oc0}, on a :
+00 too too
P(T=+00)=1->Y P(T=n)=1-) ¢, =1-) ¢,1"=1-¢g(1).
n=0 n=0 n=0

Or, pour tout n € N, g, est continue sur [-1,1] et la série de fonctions Y,y ¢, converge
normalement donc uniformément sur [-1,1] (d’apres la question 37) donc par le théoréme
de continuité des sommes de séries de fonctions, on en déduit que la fonction g = ¥'%) g, est
continue sur [-1,1].

Elle est donc en particulier continue en 1 d’ou :

g(1) = hf{{ g(x) = lifllf{(l -V1-22)=1 (d’apres la question 39.).

On a donc :

P(T = +00) =0 donc I'événement (T = +o00) est négligeable.
Le pion reviendra a 1’origine a un instant donné presque stirement.
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