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I Intégrale de Gauss

Q 1.

. Pour tout x € R, la fonction ¢t —

. La fonction t — e~

. —_ 2 . . 7 . .
La fonction t — e~% est continue sur R,. De plus, par croissances comparées (et composition),

t2e " P 0, donc e’ = o(1/t%) au voisinage de +o0. Or, la fonction t 2 est intégrable sur
— 400

[1,+o0], donc t + e~ "

2 . . L oo e .
aussi par comparaison. Donc 'intégrale e " dt est bien convergente |.
0

o~ (t*+1)2?

i1l est continue sur [0, 1] par opérations. Donc la fonction

‘ f est bien définie sur R ‘

Soit x € R :
1 o= (t*+1)(~2)? 1 o= (t?+1)a?
f<‘”‘;>=/0 t2+1dt:/0 i 4@

i
1
Enfin, f(0) = /0 o i = faretan(0)}, done | (0) = 7 |
ef(t2+1):v2
. On applique le théoréeme de dérivation des intégrales a parametres. On pose h : (z,t) — e

définie sur R x [0, 1].
—(#24+1)22 .

oh
— Pour tout t € [0, 1], la fonction = — h(z,t) est de classe C* sur R et a—(x,t) = —2ze ;
z

0
— pour tout z € R, ¢t — h(x,t) est intégrable sur [0, 1] (voir question précédente) et ¢ — a(m,t)

est continue sur [0, 1];

Oh
— pour tout ¢ & [0,1] et tout = € R, a(%t) < 2|$’eﬂ:2- Or, la fonction = 2|:1:|e*"’”2 est

continue sur R et tend vers 0 en +oo, donc elle est bornée (on peut aussi faire I’étude de fonction
pour voir qu’elle est majorée par sa valeur en 1/ \/5) Ainsi, il existe M € R tel que pour tout

(1) € R x [0,1], %(az,t}
sur [0, 1].

< M. La fonction t +— M est continue sur [0, 1] et donc intégrable

1
Ainsi, la fonction f est de classe C' sur R et pour tout z € R, fl(x) = —ope™ / et qt |,
0

t &tant continue sur R, d’apres le théoreme fondamental de ’analyse, la fonction

2

g est I'unique primitive de ¢ — ™% qui s’annule en 0. En particulier, | g est de classe C! sur R|.
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Q 5.

11

Q 8.

Qo.

Pour éviter les ennuis, on commence par remarquer que 1’égalité est vraie pour x = 0 car f'(0) =0
et g(0) = 0. Puis, pour x # 0, on pose u = xt :

* 2 du 2

f(@) = —2ze" / e AU 9emr(2) = —2g/(2)g(x)

0 x

Ainsi, | pour tout x € R, f'(z) = —2¢'(z)g(x) |.

T
. D’apres les questions précédentes, les fonctions f et x — i g(x)2 sont de classe C'* sur R et ont la

méme dérivée. Elle sont donc égales & une constante additive pres. Or, f(0) = % et g(0) =0, donc

les deux fonctions coincident en 0. Ainsi, |Vz € R, f(z) = % —g(x)?|.

. On applique le théoreme de convergence dominée a parameétre continu :

— pour tout t € [0,1], h(z,t) —— 0;
r—+00

— pour tout x € R, t — h(z,t) est continue sur [0, 1], de méme que la fonction nulle;
— pour tout (x,t) € R x [0,1], |h(z,t)| < 1 qui est une fonction indépendante de x et intégrable
sur [0, 1].

1
Donc | f(xr) —— [ 0dt=0]|

T—r+00 0

. 2 ™ N . . p ™
Puis, g(z)° ——— —, donc par continuité de la fonction racine carrée, |g(z)| —— 4/ — =
z—+oco 4 T—+00 4

i

Comme pour tout z > 0, g(x) > 0 par positivité de l'intégrale, on en déduit que lirf g(x) =
Tr—r+00

|

400
Comme on a aussi lim g(x) = / e dt (intégrale convergente), on en déduit que
0

r—+00
+oo
/ e dt = ﬁ .
0 2

Formule de Stirling

Soit n € N. La fonction ¢ — t"e ™" est continue sur R, et t"e~t = o(1/t%) au voisinage de 400 par

1
croissances comparées. La fonction ¢ — o) étant intégrable sur [1,+oo[, la fonction ¢ +— t"e ™" est

intégrable sur [0, +o00[ par comparaison. Donc ‘In est bien définie ‘

Soit n € N. On réalise une intégration par parties : on pose u : t — t"tlet vt —et qui sont
deux fonctions de classe C! sur [0, 4o00[ de sorte que tligl u(t)v(t) = 0 € R. Les deux intégrales
——+o00

étant convergentes, on a :

+00 +o0 Foo
Loy = /0 Wt (1) dt = [ty — /O L (Do) dt = (n+1) /0 me=t dt

+oo
donc ‘ Int1=(n+ 1)1, ‘ Comme [y = / e ' dt = [-e !]{> = 1, on a par récurrence immédiate,
0

‘pour tout n € N, I, = n! ‘

Q 10. Soit n € N*. On effectue le changement de variable t = n + y/ny (affine donc licite). On a

y=—vn+

t
%, donc

400 400 n
I, = / (n+ v/ny)" e "V /ndy = \/ﬁn"e"/ (1 + y) e VM y
—Jn —vn NG
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+o00 n
n n
D’apres la question précédente, on en déduit que pour tout n € N*, | n! = \/n <—) / <1 =+ y> e_\/ﬁydy .
e _\/ﬁ \/?;

Q 11. Soit y € R. Posons N = |y?] + 1. Alors pour tout n > N, /n > /y2 = |y|, donc —/n < y. Ainsi,
pour tout n > N,

o) = (1 N y)" UV — gnln(ly ) -y
n
Or, lorsque n tend vers 400, nln(l + y/vn) — yv/n = n(y/vn — v*/2n + o(1/n?) — yv/n =

—y?/2 4 0o(1) ——— —?/2. Ainsi, (f,) converge simplement sur R et | f,,(y) —— e V2| par
n——+oo n—-+oo

continuité de I’exponentielle.
Q 12. La fonction g est continue sur | — 1,0[U]0, +oo[ par opérations. De plus, au voisinage de 0, ¢(z) =
r— (z—2%/2+o0(2?) 1

1 1
= —+0(1) —— —=. Donc| g est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) = = |.
22 2 z—=0 2 2

Q 13. Soit > —1. La fonction u — 1 4 ux est continue et ne s’annule pas sur [0, 1], donc l'intégrale est
bien définie. De plus, si z # 0,

1 1
1
/ h du:/ Y
o 1+ux T Jo 14+ux

1 /11 —1
:/ ltuwe—1
0

T 1+ux

1 1/t 1
:—/ du

r xJy l4+ux

1 1
_z—In(1+x)
I —

1 1
Pourx—O,q(O)—z—/ u du.
0

U
1+ ux

du |

1
Donc |Vx > —1, q(x) :/
0

Q 14. Soit —1 < x < y. Pour tout u €]0,1], -1 < —u < uz < uy, donc 0 < 1 +uzx < 1+uy et 1f >
uzx
. f , donc q(x) > q(y) par croissance de l'intégrale. Ainsi, | ¢ est décroissante sur | — 1, +o0[ ‘
uy

Soit n € N* et y € Ry.
Si y = 0, alors I'inégalité est bien vérifiée.

1
Siy > 0 alors In(/n(y) =—q <y> < —q(y) car la fonction —g est croissante sur Ry et \% <y.
n

Y vn
Donc |Vy € Ry, fu(y) <e ¥ 1W =e V(1 +y)|.

Soit n € N* et y € R*. Alors, si y < —vn, fuly) = 0 < e ¥ /2 ot iy > —/n, alors fuly) >
In(fu(y)) _ y : Y’
0 et ——="> = —q|—=] < —q(0) car —q est croissante sur R_. Donc In(f,(y)) < -5 et

y? Vn
Yy € RY, fuly) <e¥'/2|

Q 15. Appliquons le théoréme de convergence dominée :
— pour tout n € N*, f,, est continue par morceaux sur R et intégrable sur R (questions B et @) ;
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[¥]

— (fn) converge simplement vers f : y — e T qui est continue sur R et intégrable sur R (question

0 et parité) ;
(I+ye ¥ siy=0

— pour tout n € N* et y € R, 0 < f,(y) < g(y) ot g:y+— s qui est une

siy <0
fonction continue par morceaux sur R et intégrable au voisinage de 400 (question B) et de —oo
(question ).

+oo y n +0o0o +o0o 9 +00 5
Donc / (1 + > e Wiy = faly)dy —— eV /2y = 2/ e ¥"/2dy par
—Jn \/'71 n—4o0o 0

—00 —o0
parité.
y T
En effectuant le changement de variable ¢ = ——, cette limite vaut donc 2v/2 / et dt = Vor
0

NGk

d’apres la question [@.

n! n\”"
D’apres la question [, on a donc V2metn! ~ 2mn (—) .
e

\/ﬁ (%)n n—+oo n—-+o0o

Q 16. Pour tout n € N*,
(Un+1>
Wp = Upyl — Up =In | ——
Un

In ((n + 1)rtle= (D) /n 1n!>

n"e~"y/n(n + 1)!

o ((n+1)"§:} n—l—l)

= -1+ <n+1)ln<1+1>
2 n
— _1+<n+1><1_1+1+0<1>>
n——+00 2 n  2n?2  3n3 n3
1 1 1
n;w?mz‘zmz“(?ﬁ)

(!
n—+oo 12n2 © n?

. En particulier, (wy,) est positive a partir d’un certain rang et comme la série

Donc w ~ —
" n—o+too 12n2

1
E - converge par critere de Rlemann, la série E wy CcONvVerge aussl |.
n

an

Q 17. Comme a, ~ b,, — —— 1. Par définition de la limite, il existe ng € N* tel que pour tout
n—-+oo bn n—-+oo

TL

bn
positifs, “v’n >ng, (1—e)b, < ap < (1+¢)by ‘

n = ny, <eg,donc1l—e <

(07
o
b

n

< 1+e¢. Ainsi, comme (by,) est une suite de réels strictement

Q 18. La série E (1 4 €)b, converge donc la série E a, converge par comparaison de séries a termes

positifs.
+00 +00 400 a,

De plus, pour n = ng, Z (I1—2¢)b Zak Z 1+ &)bg, donc Vn > ny, Zﬁ_og b -1 <=
k=n k=n k

Ainsi, i n 9 > 1 donc g ap ~ E by |.
§ o0 b m—+oo n—+o0
k=n k=n k=n
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Q 19. Soit n € N*. La fonction t

1 1 1

— > — > ———. Par croissance de l'intégrale,

n?2 " 27 (n+1)2

Q 20. Soit n € N*. En sommant l’encadrement précédent, R,11 < /

étant convergente car 2 > 1.

Donc pour tout n > 2,

1

Q 21. Comme wy, oo T202

(wy,) est positive & partir d’un certain rang au moins, on a d’apres la question ¥, E wp o~

1 1
— < R, < ——, et par encadrement, | R,
n n—1

que la suite (

t2

2n?2

D’apres la question B0,

“+oo

3

k=n

1

n—+oo 12n |

“+o00

est décroissante sur [n,n + 1], donc pour tout t € [n,n + 1],

) est strictement positive et Z
neN*

1 < /”‘H 1 dt < 1
m+1)2 =, 27 T n2f
teor 1
- = — dt < Ry, lintégrale
n t n
1
n—-+oo N '

1
12n2

converge et

+o0o 1

n—+4o00 E "
k=n

Q 22. On remarque que pour tout n € N, Zwk = lim(vg) — vp. Or vy = In(uy) —— —In(Vv2m)

d’apres la question [E. D’apres la question 21, — In(v27) — vy,

k=n

1

- +o

n%:Jroo 12n

1
Enfin, — = e Un = 271_6%"—1—0(%) = Vorll1l4+—+o0
n n—+00 12n
n 1
on obtient donc | g, —— 0 et n! = v27mn (ﬁ) 14+ — + In i
n—r+00 e 12n  n

k—+o00

1
<> ,donc v, =
n n—-+oo

1 1
— .En posant q,, = n —1
(5))-Baposmatn = (-

III Etude de deux séries entiéres et application & une marche aléatoire

1
Q 23. Notons Z; = §(X1 +1). Alors Z1(2) = {0,1}, donc

‘ Z suit une loi de Bernoulli de parametre P(Z; =1) =P(X1=1)=p ‘

Q 24. Soit n € N*. Pour tout k& € [1,n], posons Zj =

Bernoulli de parametre p et sont encore indépendantes. Donc B, = Z Z, suit une loi binomiale de

parameétres n et p.

1 & n 1
Or,B,==- Xy +-=-5
r, 2; k+2 271

Q 25. Soit n € N*. On a :

1
puisque d’apres la question précédente appliquée avec 2n, Bo, = 55’2” + n suit la loi binémiale de

parametres 2n et p.

1
2

(X + 1) alors Z3,..

1
+ n donc 55’“ +

2

"B
2

(n,p).

n

2n

n

k=1

., Zy suivent des lois de

o
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2
On a donc bien |Vn € N*, a,, = ( n)p q"

Q 26. Pour tout n € N* ert x € R*,

2n+2 _ (2n + 2)!(n!)?pq s (2n+2)(2n+1) 9

Int1% x° = x
2n)l(n+ 1) CES VT

4pq:L‘2

anx2n

1
Donc d’apres le critere de d’Alembert, la série numérique Z anz®™ converge pour tout = € } —

1
t |le rayon de convergence est R = —— |.

1
€
2,/pq 2,/pq

> 1, c’est-a-dire lorsque 4pg = 4p(1 —p) < 1 ou encore 4p> —4p+1 = (2p—1)% > 0,

et diverge pour

1
Q 27. Lorsque 5

pq
1
donc lorsque p # g ona R > 1, donc A(1) a une valeur finie;
2n
1 dmn (22)™ 1
Pour p = 2 on utilise Stirling : a,, W 27rn(()2)n YT \ﬁ Or la série E est divergente

donc la série E a, diverge par comparaison des séries a termes positifs.

1
Ainsi, | A(1) converge ssi p # 1.

1
VvV1—=x

Q 28. Pour tout z €] — 1, 1],

X /2n) 1
- Z < >22nx" (développement usuel).

2n\ 1 1
Donc pour tout x €] — R, R], A(x) = < ) (4pgz®)" et | A(z) = ——r |
nz% 22n V1 — 4pqz?
2k—1 +o0
Q 29. Soit n € N*. Posons pour k € N*, R}, = m (Si #0)N (Sar = 0) et Ry = (](SZ # 0). La famille
i=1 i=1
(Rk)ken est un systéme complet d’événements. On applique la formule des probabilités totales :
+oo
an = ZP((Sgn =0) N Ry). Or, lorsque k =0 ou k > n, on a P((S2, =0)N Ry) = 0.
k=0
Donc a,, = ZP((SQn = 0)NRg). Or, pour tout k € [1,n], (S2p, = 0)N R = RN (S2, —Sop = 0) =
k=1
2n 2n
RiN( Z X; = 0). D’apres le lemme des coalitions, Ry et ( Z X; = 0) sont indépendants, donc
i=2k+1 i=2k+1
2n 2n 2n—2k
P(Ri N ( Z X; =0)) = P(Rg)P( Z X; =0) = b P( Z X; = 0) en utilisant la propriété
1=2k+1 1=2k+1 i=1

2,/pq’ 2/Pq

admise dans 1’énoncé.
n

Ainsi, on obtient Vn € N*, a,, = Z brap—r. Comme by = 0, on trouve donc|Vn € N*, a,, = Z bry—t |

k=1

NB : On pouvait ausi écrire par la formule des probabilités totales :

an—ZP ((San =0)NRy) =Y _ P(Ry) x P, (San =0)
k=1 k=1

et expliquer que pour tout k € [1,n], Pg, (S2n = 0) = a,—j car I'événement R}, étant réalisé, le pion
se trouve a l'origine a l'issue du lancer numéro 2k et il se trouvera alors de nouveau a l'origine a

Auteur : a partir du corrigé de Rémi Crétois -6- Corrigé PSI MATHS2 - 2023
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lissue du lancer numéro 2n c’est-a-dire 2(n — k) lancers plus tard avec une probabilité égale & a,,_g.
Cette approche est cependant moins rigoureuse.

Q 30. On remarque que pour tout n € N, 0 < b, < a,, donc le rayon de convergence de B est supérieur ou
égal & R. Donc pour tout x €]— R, R], par produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes,

ona:
+o0 n +oo n +oo
A(z)B(zx) = Z (Z bkx2kan_k$2("k)> = Z (Z bkan_k> 2" = Z anx’"
n=0 \k=0 n=0 \k=0 n=1
0
car ZkaO—k = 0. Ainsi, ‘pour tout x €] — R, R], A(z)B(z) = A(z) — 1 ‘
k=0
Q 31. Pour tout z €] — R, R[, B(z) = Alw) =1 =1- car A ne s’annule pas
Y Afz) A(x) '

Enfin, d’aprés la question B8, | pour tout « €] — R, R[, B(z) =1 — /1 — 4pqx? |.

Q 32. La fonction p — /1 —4p(1 — p) est définie pour 1 — 4p(1 — p) = (2p — 1)? > 0 clest-a-dire
‘pour tout réel p ‘

+00 +o0
On remarque que B(1) = Z P(Ry) =P (U Rk) car ¢’est une union d’événements deux a deux
k=1 k=1

incompatibles.

Donc |la série Z b, converge pour toute valeur de p € [0, 1] |.

+00 +oo
Q 33. L’événement Ry = ﬂ (Si # 0) = « le point ne revient jamais en 0 » a pour complémentaire U Ry
i=1 k=1

+oo +oo
qui est une union incompatible. Donc, P(Ry) =1 — Z P(Ry)=1-— Z by,.
k=1 n=0

1
Lorsque p # o, 1 €] = R, B[, done P(Ro) = 1 - B(1) = V1—4pg = /(2p—1)2 = |2p — 1], d’ont
| P(Ro) = [p — gl |

Prenons p = 7 Pour tout n € N, on pose u, : z — b,z>" qui est une fonction continue sur [0, 1],

positive et majorée par b,. Comme E b, converge, la série g uy, converge normalement sur [0, 1],

+00 +o0 too
donc Y by = lim Y bpa" = lim 1—+/1-22=1.Dolt|P(Rg)=1-> b, =0=[p—ql|
"0 rz—1— -0 z—1- 1

IV  Loi de ’arcsinus

Q 34. Remarquons que le nombre cherché est :

an = card {(61,. .. ,Sn) € {—]., 1}77, : ng = x} .
k=1

Si ¢ € [—n,n], pour tout (e1,...,&,) € {—1,1}", en notant m = card{i € [1,n] : &, = —1}, on a
n

n— Zei =n—(n—m—m)=2m qui est pair. Donc ‘si n — x est impair, Ny, =0 ‘
i=1

n
De plus, pour tout (e1,...,e,) € {—1,1}", Zei € [-n,n], donc |si x & [—n,n], Npo =0]|
i=1

Auteur : a partir du corrigé de Rémi Crétois -7- Corrigé PSI MATHS2 - 2023
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Enfin, supposons que z € [—n,n] et que n—x est pair. Pour choisir un n-uplet d’éléments de {—1,1}

n—x
dont la somme fait € N*, il faut et il suffit de choisir z + — = coordonnées qui valent 1 et

n—x n
toutes les autres (il y en a ) valent —1. Donc | N,, , = < ) )
a

1
Q 35. Comme dit dans I’énoncé, tous les chemins sont équiprobables de probabilité o on a compté les

chemins qui meénent a (.5,, = =) donc

1
P(S, =1z) = <n> on si x € [-n,n] et n — x est pair et P(S,, = x) = 0 sinon |
a

1
Q 36. On réutilise la question B4 et la variable B,, qui suit une loi binomiale de parametres n et — et telle

que S, = 2B, — n. En particulier, S,, prend des valeurs z € [—n,n] telles que n + x est pair (ou de

1
fagon équivalente n— x est pair). Pour un tel z, | P(S,, = ) = P(B, = a) = (n) o0 ota= " —; |
a

Q 37. On a une bijection entre les chemins du premier et deuxieéme type : a chaque chemin reliant (0, x)
a (n,y) passant au moins une fois par un point d’ordonnée 0, on associe le chemin obtenu a partir
de celui-ci en prenant la réflexion par rapport a l’axe des abscisses de la portion joignant (0,z) au
premier point d’ordonnée 0.

Réciproquement, un chemin de (0, —z) a (n,y) passe forcément par au moins un point d’ordonnée
0 (car x,y € N*) et on réalise la méme réflexion.

Q 38. En effectuant la translation de vecteur (—1, —1), le nombre total de chemins joignant (1,1) & (n,x)
est égal & Np_14-1.
D’autre part, en effectuant la translation de vecteur (—1,0), le nombre de chemins joignant (1, 1)
a (n,x) en passant au moins une fois par l'axe des abscisses est égal au nombre de chemins de
(0,1) & (n — 1,x) passant au moins une fois par un point d’ordonnée 0 et donc d’apres la question
précédente, il est égal au nombre de chemins quelconques de (—1,0) a (n — 1,z) qui est égal a
Np—1,2+1 en faisant la translation de vecteur (0, 1).
Donc le nombre de chemins reliant (1,1) & (n,z) sans jamais rencontre 'axe des abscisses vaut

‘Nn—l,x—l - Nn—l,x—i—l ‘

Q 39. Soit k£ € N*. L’événement (S; > 0) N --- N (S2p—1 > 0) N (S2, = 2k) correspond aux chemins
passant par (0,0), (1,1) puis joignant (2n,2k) sans jamais rencontrer ’axe des abscisses. Il y en a

1
Nop_12k-1 — Nop—_1,2k+1 qui sont tous equiprobables de probabilité J2n” donc

1 1 1
P((S1>0)N---N(S2n-1 > 0)N(S2, = 2k)) = B <22,,L_1N2n—1,2k:—1 - 22n_lf\fzn—l,zl<:+1>
1
= 5 (P(Sgn,1 =2k — 1) — P(Sgn,1 =2k + 1))
d’apres la question B3.
+oo
Q 40. Comme Sy, ne prend que des valeurs paires, (Sa, > 0) = U (San = 2k), les événements étant

k=1

impossibles pour k£ > n. Donc par o-additivité (les événements étant deux a deux incompatibles),

Auteur : a partir du corrigé de Rémi Crétois -8- Corrigé PSI MATHS2 - 2023
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on obtient :

+o00
P((Sl>0)ﬂ”'ﬂ(52n_1>0)ﬂ(52n>0)):P<(51>0)ﬂ"-ﬂ(52n_1>0)ﬁU(Sgn=2k)>

k=1
+00
= ZP((Sl > 0) N---N (Sgnfl > 0) N (Szn = 2/{7))
k=1
1
= 5 P(Sgnfl =2k — 1) — P(Sgn,1 =2k + 1)
k=1

En téléscopant et en utilisant que pour k > n, P(Ss, = 2k) = 0, on trouve donc
1
P((Sl > 0) n---N (Sanl > 0) N (SQn > 0)) = §P(Sgn,1 = 1).

Or, par la formule des probabilités totales appliquée avec le systeme complet d’événements ((Xa, = 1),
(Xon = 1)), on a:

P(S2n = 0) = P((S20 = 0) N (X2 = 1)) + P((S20 = 0) N (X20 = 1))
= P((S2n-1 = —1) N (X2n = 1)) + P((S2n—1 = 1) N (X2n = —1))
= P(Sop-1 =—1) x P(Xg9, =1) + P(Sop—1 =1) x P(X3, = —1) par indépendance
_ %(P(Sgn_l — 1) 4 P(Son_1 = 1))

Or, par symétrie, on a P(S2,-1 = —1) = P(S9,—1 = 1) d’ou P(S9, = 0) = P(S2,-1 = 1).
Ainsi :

P(($1>0) 71+ 1 (St > 0) 1) (Son > 0)) = 3 P(Son = 0)

Un trajet partant de (0,0) et ne coupant jamais ’axe des abscisses est soit un trajet contenu dans
le demi-plan d’équation y > 0, soit un trajet contenu dans le demi-plan d’équation y < 0.
Ainsi, par additivité :
P((S1#0)N---N(S2, #0)=P((S1>0)N---N(S2, >0))+ P((S1 <0)N---N(S2, <0))
= 2P((51 > 0) n---N (SQn—l > 0) N (Sgn > 0))

par symétrie. D’ou :

[P((S1#0) N1 (Sen1 #0) N (Son #0)) = P(San = 0)]

Q 41. Soit k € [0,n]. Par définition,

P(T;, = 2k) = P((S2x = 0) N (Sak+1 # 0) N - -+ N (S2p # 0))
= P((Sgk = 0) N (Sgk_H — Sop 75 0) N---N (Sgn — Sok 75 0))

2%+j
Or pour tout j € [1,2n—2k], Sgk_;,_j —Sor = Z X, donc (Sogt1— Sor # 0)N---N(Soy — Sor # 0)
i=2k+1
2k+j
et (Sox = 0) sont indépendants. De plus, d’apres I’énoncé (interprété largement) Z X; et S; ont
i=2k+1

la méme loi, « donc », P((Sax41 #0)N---N(S2, #0)) = P((S1 #0)N--- N (S2p—2x # 0)). Ainsi,

| P(T,, = 2k) = P(Sa = 0) x P((S1 #0) NN (Sap_ox #0))|
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. . 2k\ 1 2n — 2k 1
Q 42. Soit k € [0,n]. La question B3 donne P(Sy;, = 0) = (k > 5ok et P(Sop—or =0) = ( ok >22n—2k

La question B0 donne alors :
2k\ 1 (2n—2k 1 2k\ (2n —2k\ 1
P(T, =2k) = — — = —
== (F)gm (0 )z = (3) Cosd )
Q 43. On remarque que f est continue sur [0, 1], donc d’apres le théoréme sur les sommes de Riemann :

1n1
:nkzzof(k/n — / f(t) dt.

k
Or pour tout k < |na| < na, on a— < a, donc f(k/n) = f(a). De méme pour k > [nfB] +1 = ng,

ona > g et f(k/n) = 1(5).

Ainsi S (k S k 1 F(k o] n — [nf]
si, up = — Zf /n) + - Z f( /n)+ﬁ Z (k/n) = Tf(a)JrTf(ﬁ)ﬂL
k=|na]+1 =[np]+
MZBJ L Or pourtout n e N ——<”—O“J done Y, ot de mém
J+1‘/%Vn—k‘ > potr tont TR Ty S @ donc N moteo O GCTROME
LnﬂJ B Don:

n n—-+0o
[nB] 1
Z V= nores / f(t) dt —af(a) = (1= B)f(B).

« 1
Comme f est constante sur [0, o] et sur [3, 1], /0 ft) dt = af(«) et /ﬂ f(t)ydt =(1—pB)f(B), et

(5] 1 /
> — f(t) dt
k::|_nocj+l \/E n — k n—+oo o
Vi 2
. Pour tout n € N, posons €, = 8n _ynmen et vérifions que €, — 1. En utilisant le
Q 44. P N 8n (1 érifi 1. E ili 1
4n n n—+o00

raffinement de la formule de Stirling :

e (1 i 2/ (1+ﬁ+q;g)
n — ON - -
4n 27Tn"22n (1 + 12n + q")2

n

On a donc bien ¢,, —— 1.
n—-+o0o
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Q 45. On utilise la question précédente :
1 Li:‘” <2k> <2n—2k> 1 “Lf ra (1_57,{> gn—k <1_ Enh >
4n k= na ] +1 k n—k 4” e +1 vk 8k (n — kj)ﬂ' S(n - k?)
1 % 1(1_51‘3)<1_5”—k>
k= Lnaj+1\/lgvn_k 8k 8(n — k)

Soit 1 > & > 0. Comme 8— — > 0, prenons N € N tel que pour tout n >

n n—+oco

1+e.
Comme |[na| —— +oo et n — [nf| >
n—+oo

n > N', min(|nal,n — [nB]) >

N. Alors pour tout n

N,0<1l-e< 1——<

&n

(1—-pB) —1 ——— +o0, soit N' € N tel que pour tout
n—+oo
> N, et tout k € [|nal + 1, [nB]],

1= =) (1= ) <
(1—-¢e)*< ( Sk) ( 8(n—k)> (1+¢)
et ainsi,
Ek En—k
L= ) (1~ —1| <e(2 3
‘( 8k)< 8(n—k:)> ‘ (24¢) < 3¢
d’ou
LY (MEl Y el 3L
" k=|na]+1 K n—k T k=|na]+1 \f\/nf k [na)+1 \/E\/m
[n8] 1
La suite ————— | converge donc est bornée. Il existe donc M € R tel que pour tout
n> N,
LA 18]

1 <2kz) (2n — 2k> 1 Z 1

4n Z - ——— | < Me

4 k=[na]+1 k n—k T k=|na]+1 \/Em

2] 18]
1 2k\ (2n — 2k 1 1
Ainsi, | — Z ( >( >_ Z 0
! k=|na]+1 K n—k T k=|na]+1 \/E\/m nreo
1 osi 5 < 1
Q 46. Pour tout n € N*, on pose m,, = [na] + S? noa+ 35 |lna + .
|na) +2  sinon.

On vérifie alors que 2k € [|2na] + 1, [2n8]] <= k € [my, [n8]]

Ainsi, pour tout n € N*,

T,
(3

D’apres la question B2,

k=my,

Auteur : a partir du corrigé de Rémi Crétois

[a,ﬁ]) = (T, € 2na,2n8]) = (T, € [|2na] + 1, [2n8]])

[ns8]

- U(Tn

k=mn

2%k).

LnB)

>

2k 2n — 2k i
k n—k /4n
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et d’apres les questions B3 et B3, et en utilisant le fait que P(T,, = my,) —+> 0, on trouve :
n—-+0oo

T, 1 [P 1
P(zne[a’ﬁomwfa NCET

Il ne reste plus qu’a calculer lintégrale en posant ¢t = u? :

= 2[arcsin(u)]?

B 1 VB 9
/dt:/ 2
a V(1 —1) Ja V1—u?

Ainsi,

P (T” € [, B]) ——— 2 (aresin(y/B) — aresin(va) ) .

2n n—+oo T

oo o0[INeeoeo
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