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I Inégalités d’interpolation des dérivées
Si (E,|.||) un e.v.n on rappelle les inégalités triangulaires , pour tout z,y dans E :

lz +yll <zl + llyll et (]l = llylll < llz =yl

I. A Cas particulier K =1

Q 1. Soit #1 €[0,1] et f € C([0,1]) , donc f et f’ sont bornées sur [0,1] . Soit = € [0, 1] d’apres le
TAF il existe ¢ € [0, 1] tel que

[f(@) = fla1)| = v — 1] [f'(0)]

par suite
@ = 1f @)l <|fOl <[/l cad [f@ <]l +1f)l

ceci est valable pour tout z dans [0, 1] donc || f]jec < || f'|lo + |f (z1)].

Q 2. Soit C €]0, 1] et une fonction constante f = a avec a > 0.

Ona |fllec=acet|f|lo=0.S f vérifie (I.2) alors 1 < C', ce qui est absurde . Donc l'inégalité
(I.2) est fausse.

I. B Cas particulier K =2

On fixe deux réels distincts z1 < x2 de [0, 1].
Q 3. Soit x € [0,1] et f € C*([0,1]) , par le le TAF il existe ¢; € [0, 1] tel que
fx2) = f (1

fi(z) - — = [f'(z) = f'(e1)]
T2 X1

le TAF , encore une autre fois, appliqué & f’ donne : dcg € [0, 1] tel que

|f'(x) = fl(cr)| = |z — a1 |f"(c2)].

f € C?([0,1]) donc f” est bornée sur [0,1] , on en déduit

f(22) — f(21)

Flla) = S = () - )] < 1



Q 4. Soit f € C?([0,1]), 'inégalité précédente donne

f(x2) — f (21) i ||f//||oo < Hf//Hoo i f(x1)| + | f (z2)]

T2 — I T2 — a1

()] <

ceci est valable pour tout x dans [0, 1] donc

f )]+ 1f (2]

T2 — T

1 oo < 115" le +

Q 5. D’apres Q1

Ifllse < {[F ]l + 1 ()]
2 —T1
, 1
< I Hoo+(1+ xl)(f(xl)lﬂf(wz)\)
D’ou I'inégalité (1.3) avec C' =1+ = :c1

I. C Cas général par interpolation de Lagrange

Soit K € N*

Q 6. U est linéaire et dim Ry _1 [X] = dim R¥ il suffit de montrer que ¥ est injective .

Soit P dans le noyau de ¥ alors il a K racines distincts et il est de degré inférieur & K — 1 donc il est
ul , d’ou ker U = {0} , ainsi ¥ est un isomorphisme .

Q 7. Soit L; le polynémes de Rg_1 [X] I'image réciproque par ¥ de (d; 1, ...,0; k) , d; est le symbole

de Kronecker .

K
Soit f € C¥(]0,1]), le polynome P = 3" f (z;) L; vérifie
j=1

We[[l,K]}, P(xf):f(xf)'

K
X _ .
((Li){<;<j est appelé la base de Lagrange de Ry [X] et L;(X) = H T )
<i< Ll x, — @
j=1"" J
J#i
Q 8. f— P sannule, sur [0, 1], au moins K fois en z1 , ...,z , le théoréeme de Rolle, appliqué sur

chaque intervalle |z;, z;11[ , donne f'— P’ s’annule, sur [0, 1], au moins K —1 fois , ainsi par récurrence
pour tout k € [0, K — 1], f*) — P®) s’annule, sur [0,1], au moins K — k fois .
Q9. Soit k € [0,K —1] et y € [0,1] une racine de f*) — P*)  comme dans Q1 on a

| #® - p<k>Hm < || #+0 P(k+1)HOO +[#0) - PO ()| = 160 - p(k+1)Hoo

Q 10. On déduit de la question Q9 que, pour tout k € [0, K —1] , Hf(k) — P(k)HOO < Hf(K) — P(K)Ho0
ce qui donne

790 <[P@l + [Pl + 17
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K
Nous avons P = Y f(z;) L; et les L; sont dans C¥(]0, 1]), donc
j=1

ol = S < g 0 S
= 1<G<K =1

On obtient 'inégalité d’interpolation (I.1) avec C' = 2 maxo<p<r—1 “L§k) H .
1<G<K o0

II Dérivation C* pour les séries de fonctions .

II. A Enonce général

Q11. [a,b]=[0,1].

Soit x € [0,1] on a

Jamax |10 <A +c SR
o =1

donc pour tout k € [1, K — 1] la série Y fT(lk) converge normalement sur [0, 1] .
Q 12. Soit g, = fpoo ot o :[0,1] — [a,b] avec o(t) = (1 —t)a + tb .
gn de classe CX sur [0, 1] et gﬁlK) (t) = (b— a)KfT(LK) (o(t)) donc

685 oy = @ = 0 [55]

00,[0,1] ,la,b]

Pour tout ¢ € [1, K] la série numérique Y_ g, (671 (z¢)) est absolument convergente.

(gn) vérifie H1 et H2 sur [0, 1] donc pour tout k € [1, K — 1] la série Y gﬁk) converge normalement sur
[0, 1] par suite Y fr(Lk) converge normalement sur [a, b] .

D’apres le résultat de la question précédente, on peut poser Fi(x) = Jio fék) (x) pour tout x € [a, b)].
Q 13. La série Y_ f, vérifie les conditions du théoréeme de dériva%:illité, d’ordre K, des séries de

fonctions sur un segment, donc Iy est de classe C¥ sur [a, b] et que Fék) = F}, pour tout k € [1, K].

II. B Application sur un exemple

Q 14. Pour tout n € N*, I'application x +— (—1)”2*”:’32 est continue , les solutions de I’équation

2

Yz >0 y'(z) = (-1)"2"

sont données par

y(x) = (=1)" /I </1t 2"s2ds> dt +a(x—1)+b

1

il existe une unique solution, notée f,, vérifiant y(1) = 0, y(2) = 0, obtenue pour b =0 et

a=(—1)"*! /12 </1t2_”52d5> dt .

Q 15. Soit [a,b] C ]0,+00[ , A =min(l,a) et B =max(2,b) . g, = frooouo:|[0,1] — [A, B] avec



ot)=(1-t)A+tB .
L’inégalité (I.1) appliquée & g, , sur [0,1] , avec K =2, 21 = 07 1(1) et 73 = 0~ 1(2) donne

mas o] ) < o4

2 5—nA?
0<k<1 et an||oo7[A7B] || o B = (B—A)*27n4

00,[0,1]

Puisque [a,b] C [A, B] alors
—nA?
1fallog,jap < (B — A)*27"4

2—nA2

De plus = o(n—g) , donc Y fn(x) converge normalement sur [a,b] .

n—-+00
La question Q13 assure que F est de classe C? sur tout [a,b] C |0, +oo[ donc elle est sur ]0, 4+o0] .
400 2 —1
16. F'(z)= 3. (—1)n2- =" — .
Q16. F'() = 5 () e
Q 17. F est de classe C? sur [1,2], F(1) = F(2) =0, I'inégalité I.1 au points a = 1 et b = 2 donne

1Flloo i) < (0= a)* [F"ll o 1y = I1F" oo 1.2

Or |F*(z)| = 2z21+1 < § pour tout z € [1,2] donc [F o f1,2] < :

IIT Convergence d’une série aléatoire de Rademacher

(Xn) e une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes d’un espace probabilisé (€2, A, P)
vérifiant

vneN, P(X,=-1)=P(X,=1)==

Cela ne signifie pas que X, () = {—1,1} , mais P (X, () \{-1,1}) =0.

IIT. A Construction de la suite (¢(j))jen €t majoration de P (A;)

+oo
1
Q 18. Za converge donc Z ak —> 0 et pour tout k£ > 0 il existe ni € N tel que Z ai S gh
k=n+1 n>ng

Soit ¢ : k +— max {ng, ...,nk} , la suite (¢(j))jen est strictement croissante et vérifie

vjen, Z ai\

n>¢(j)
#(j+1)
Q 19. Ona Syijr1) — Sp(j) = Z Xpa, , donc
n=¢(j)+1
#(j+1)
E (5¢<j+1> - 5¢(j)) = ) wE(Xy)
n=¢(j)+1

comme P (X, = —-1)=P (X, =1) = alors P(X,, =2) = 0si z ¢ {-1,1} , ainsi E(X,,) =0 et

E (So+1) — Satr) = 0.



Les variables X, sont indépendantes donc

o
V(Sagin = Se) = 2. anV(Xn)
n=6(j)+1
avec V (X,,) = E(X2) =1, dou
#G41)
v (S¢<j+1) - 5¢(j)) = > a
n=0(j)+1

Q 20. L’inégalité de Bienaymé-Tchebichev donne

P (47) =P (|Sa41) — Sy — E (Sagrny — Sy )| > 279) < HetsSom)

III. B Inégalité mazimale de Lévy P (B;) < 2P (4))

Q 21. Soit m,m’' € [¢()) + 1,¢(j + 1)] et m > m/
Si w € Bj, alors ‘Sm(w) - S¢(j)(w)’ > 277 et Vn € [¢(4),m — 1], ‘Sn(w) — Sd,(j)(w)‘ <277 en
particulier pour n =m’ donc w ¢ B, ainsi Bjy, N B =0 .
Soit Bjn , Sp = Spiy| = [Sm(w) — Sy 277 d Bj et
oit w € B, ¢(j)+11£3§¢(j+1)‘ ¢(])‘ ’ (w) ¢(])(w)‘ > oncw € Bj e

Bj,m C Bj ainsi

U Bj,m C Bj.
$(j)<m<(j+1)

Soit w € Bj et mp = min {n € [o(5) +1,6(j + 1)] tel que ‘Sn(w) — S¢(j)(w)‘ > 2*3} alors w € Bj m,

ce qui donne B; C U Bj . Finalement on a 1'égalité
() <m<¢(j+1)
Bj= U Bjm
¢(j)<m=<e(j+1)

Q 22. Nous avons

Aj N Bj = U Aj N Bj7m
() <m<¢(j+1)
#(j+1)
qui est une réunion disjointe donc P (A4; N B;) = Z P(A; N Bjm).
m=¢(j)+1
De plus A; C Bj donc
o(j+1)
P(A)= > P(4;NBjn)
m=¢(j)+1
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Q 23. Notons @ cette fonction. Posons N = ¢(j + 1) — ¢(j) et, pour o € R, Z, est 'ensemble des

(e1,..,en) € {—1,1}" vérifiant :

’amam + ...+ €¢(j)+1a¢(]~)+1‘ > 2_j y Vn € [[(Z)(j), m — ].]], ‘Enan + ...+ €¢(j)+1a¢(j)+1 < 2_]

et ‘a(6m+1am+1 + ...+ 5¢(j+1)a¢(j+1)) +Emam + ... + 5¢,(j)+1a¢(j)+1' > 277

Donc on a
{‘O‘S<b(j+1) —aSy, + S, — S(b(j)‘ > 2_j}ﬂBj7m = U [X1=¢1,..., XNy =en] (réunion disjointe)
(61,+6N)EZa
I'independance des X,, donne
i Card(Zy)
donc () = Card(Zy) € N .
Soit a € R, I'application de Z, vers Z_, qui a (g1, ..,en) associe (€1, ..,Em, —Em+1,-., —EN) , €St une

bijection donc ®(—a) = () et ® est paire. Ceci pour ceuz qui ont compris la question comme ¢a.
Pour les autres on remarque que : si (e1,..,en) € Zg alors (—¢€1,..,—en) € Z, donc ®(«) est un
nombre pair .

Q 24. L’événement B; = U Bjm se réalise, c.a.d B; # (), alors il existe

#(J)<m<¢(j+1)
Soit w € Bj; il existe m € [¢(j) + 1,¢(j + 1)] ( m depend de w ) tel que w € Bj,,, donc

‘Sm(w) - S¢(j)(w)‘ > 277 | ébcrivons
1 1
Sm = Sst3) = 5 (Sot1) = Sm + Sm = So)) + 5 (=Set1) + Sm + Sm — So(5))
si on suppose
|(Sa41) = S+ S = Sp()) @)] <27 et | (=Sig1) + S+ S = Spiz)) ()| <277
alors ‘Sm(w) - S¢(j)(w)’ < 279 ce qui est absurde . Ainsi
w € {’QS¢(]+1) — OéSm + Sm — S¢(])‘ > 2_]} N B%m
et I'événement se réalise pour o € {—1,+1}.

Q 25. Si Bj n’est pas réalisé 'inégalité est évidente.
Supposons Bj; est réalisé. Pour tout m € [¢(j) + 1, ¢(j + 1)] on note
Rim = U ({[0Sss1) = @S+ Sm = Ssp)| > 277} N Bjm )

ac{-1,+1}
= (AN Bjm) U (EjmN Bjm) (*)



et Ej,m = H—ng(j_H) 4+ Sm + Sm — S¢(j)’ > 2_]} .

Nous avons d’apres Q24 B; C U R, donc
me[p(5)+1,6(j+1)]

w(j+1)
PBj)< >, P(Rjm)
m =¢(j) +1
de la relation (*) on a
w(3+1) w(3+1) w(+1)
S PR S Y. PANB)+ Y. P(EjmNBin).
m =¢(j) +1 m =¢(j) +1 m =p(j) +1

La fonction ® du Q23 est paire donc P(A; N Bjm) = P (Ejm N Bjm) , par suite

w(i+1) w(j+1)
Z P(Rj7m) < 2 Z P(Aj N Bj7m)
m =p(j) +1 m =p(j) +1
< 2P (4))

ainsi

III. C Convergence de la série aléatoire > X,a,

JENj>J i>J
limite monotone donne

Q 26. Soit B = (| U B, . La suite d’événements< U Bj> est décroissante , le théoreme de la
JeN

j=J
On a

+oo
P (U Bj) <) P(Bj)

JjzJ J=J

d’ou

Q 27. T’événement considéré se traduit simplement par :

{EIJ eN, n E est réalisé} = { U ﬂ E est réalisé} = {E est réalisé}

i>J J>1j>J



donc il se réalise avec probabilité 1 .

Q 28. Soit w € B alors 3J € N Vj > J,

Sati41)(@) = So()(w)| < 277
Ainsi la série 37 Sy4j41)(w) — Sy(j)(w) converge absolument donc elle converge ( télescopique ), par
suite (S¢(j)(w))j€N est convergente .
En déduit que
B C {la suite <S¢(j))j€N est convergente}

ainsi ce dernier événement a une probabilité 1.

Soii+1) (W) — S’d,(j)(w)’ < 277 par suite (S(b(j)(w)) est

Q 29. Soit w € Balors 3J € N Vj > J,
NeN

convergente.

Pour tout N > ¢(J) , il existe j > J tel que N € [¢(j) +1,¢(j +1)] ,on a
Sn(w) = Sy (w) + (SN(w) — S¢(j)(w)) avec ‘SN(OJ) — S4(5) (w)‘ <27
donc (Sn(w)) yen €st convergente , d’otlt
BC {la série ZXnan est convergente}

et {la série Y X,a, est convergente} a une probabilité 1.

IV Dérivation C* pour des séries aléatoires de fonctions

On fixe K € N*.

Q 30. (€ [1,K].

Si > | fn (xe)| converge alors | fy, (x¢)| e 0 et il existe N tel que si n > N alors |fy, (z¢)] < 1, ce qui
donne f,, (2¢)? < |fn (2¢)| , la convergence de 3 fn (2¢)? en découle. Donc (H 2) implique (H 27) .

Q 31. Pour tout ¢ € [1, K] Y fn (l’g)z converge , la question Q29 donne le résultat .

Q 32. Notons A I’événement considéré dans cette question.

On note P, € Rg_1[X] un polynéme vérifiant P, (xz¢) = f,, (z¢) pour tout £ € [1, K]

f,gk) — Pék)Hoo < Hf,(LkH) — PT(LkH)HOO pour tout k € [0, K — 1] donc

D’pres la question Q 9 ,

el k11 . - pP|_ <[, @ -0

Remarquons que P (| X,|=1) =1et P ( N [|Xn = 1]) =1 car les X, sont indépendantes. Notons
neN
E= N [[Xal =1].

neN
Siw € FE alors

’Xn(w) (fn — Pn)(k)’ < HfT(ZK)Hoo



ce qui prouve la convergence normale et uniforme de la série Y X, (w) (fn — Pn)(k)sur [0,1] .

De la partie II.A (H1 et H2 sont vérifiées) la fonction

+o0
T = Z X (W) (fulz) = Pu(x))
n=0

est de classe CX sur [0,1] et

“+oo (k) “+oo
(Z X (w) (fu(z) — Pn<m>>) = 3" X (W) (fal@) — Pola))®
n=0 n=0

pour tout k € [0, K] .

Ainsi E C A et ce dernier se réalise avec une probabilité 1 .

Q 33. Notons A’ I'événement considéré dans cette question . Ecrivons fo=XnPn+Xn(fn—Pn) .

L’ensemble A des w tels que Y X, (w) (fn, — P,) vérifie Q32 est de probabilité 1.

Pour tout ¢ € [1, K] les séries > X, f,, (z¢) convergent avec une probabilité 1, notons C' cet événement.

de la question 7 , on a P, = f:l fn (x5) L;j qui définit une fonction polynomiale de degré < K — 1 de
j=

classe CX et
K

vk € [0, K],P®) =3 f, (z;) LW

Donc pour tout w € A’ | les series > X, (w) p¥ convergent pour tout k € [1, K] , de somme :
400 K /+oco f
3 X (@) Z(ZX ) f x]>L§)
n=0 j=1

qui sont des fonctions polynomiales.

Ainsi ANC Cc A’ or AC C donc A C A’ d’ott A’ est de probabilité 1.
Q 34. f,, est de classe C* sur [0, 1] et f,(z) ol Z donc Y fA(x) converge pour tout x dans [0, 1].

n>1
On a fn(z) = f1(%) , donc pour tout k > 1 fT(L (x) = erfl (ﬁ) ce qui donne Hf,sk)H < nik f1(k)H

L’événement précédent se réalise pour tout K > 2.

e o ¢ FIN o o o



