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Exercice 1 ( Approximation du nombre d’or)

On appelle nombre d’or et on note ¢ la racine réelle positive du polynéme X2 - x —1.

1.
2.

s

Exprimer ¢ et justifier, sans calculatrice, que 1 < ¢ < 2.

u1:\/f7 ug:\/1+\/i U3:\/1+\/1+\/I

On considére la suite (uy,) définie sur N* par

et ainsi de suite,
up =\/1+-+y1+V1

avec mn racines.
Exprimer, pour tout entier n supérieur ou égal & 1, u,, 41 en fonction de u, et donner f tel que uy, 1 = f(un)

Dresser le tableau de variation de f et montrer que, pour tout n > 1,
0< up < ¢

Etudier le signe de f(xz) — z pour tout z > —1 et montrer que la suite (u,) est croissante.
Démontrer que (uy,) converge vers ¢.
Montrer que, pour tout entier n > 1,

1
[upy1 — ¢ < 5‘“‘77, — |

Indication : on peut commencer par montrer que un41 — ¢ = /1 + up — /1 + ¢ et utiliser 'expression conjuguée.

En déduire que, pour tout n > 1,
1

|un*¢\52n771

Soit p € N*. Utiliser la question précédente pour déterminer n tel que u, est une approximation a 10 P prés de ¢.

1++5

Le calcul avec le discriminant donne ¢ = 5

. . 1++vV5 . .
On peut ensuite procéder par encadrement & partir de T\/_ en estimant \/5, mais on peut

aussi, en posant P(z) = 2* — x — 1 dire que P(1) = —1 tandis que P(2) = 1 : la racine est

donc entre 1 et 2, d’ou

On observe qu’il s’agit a chaque fois d’ajouter 1 et de prendre la racine du tout. Ainsi,

U1 = V1+u, = f(u,) avec f:z— 1+ x.

La fonction f est définie sur [—1, +o0[, et dérivable sur | — 1, 4+o0[ avec f'(x) =

Ainsi, f est croissante sur [—1, 4o00].

o1+

[’énoncé ne 'indique pas, mais il y a un probléme d’existence pour (u,). On doit vérifier que

(uy) est bien définie, ce qu’on va inclure dans notre récurrence.

Par récurrence, montrons que pour tout n € N*, u,, existe et u,, € [0, ¢].
Initialisation : on a déja u; = 1 € [0, ¢]

Hérédité : Soit n > 1, supposons que u,, existe et que u,, € [0, @].
Comme f est définie sur [0, ¢], on peut calculer f(u,) et u,1 existe.
De plus, comme 0 < u,, < ¢, par croissance de f il vient

f(0) < flun) < f(9)

Enfin, £(0) =120, f(un) = tns1 et comme ¢* —¢—1=0, ona f(¢) = 1+ 6= /& = ¢

On en déduit

0 S Un+1 S ¢
et la propriété est héréditaire.
Par le principe de récurrence,

Vn > 1,u, € [0, ¢]




EXGI‘Clce 2 Pour tout entier n € N*, on définit la fonction f, par f,(z) =

1.

2.

En posant g(z) = f(z) —z=+v1+x—2z,0na
gr)=0<=Vitr=r<=1+az=aet >0

Donc g(z) = 0 <= = = ¢ et en regardant g(0) puis g(2) (par exemple) on déduit le signe de
g(x) :

x -1 ¢ 4+
fl@)—a| +0-

Comme pour tout n > 1, u,, € [0,¢] et que pour tout = € [0,¢], f(zr) —x > 0, on a
f(un) — Up = Up41 — Up > 0.
La suite est donc croissante.

La suite est croissante et majorée par ¢, donc elle converge vers une limite ¢ < ¢. De plus,
comme u,.1 = f(u,) avec f continue, on a, par passage a la limite, ¢ = f(¢), d’ou £ = ¢.

On suit 'indication : u,11 = V1 + u, par définition, et on a vu que /1 + ¢ = ¢, donc

unJrl_(b Vl_'_un \/1+
(VT Huy = VI+ ) (VI +u, +V149)
Vitu, ++V/1+0¢
o ltu,—1-9
VIt u, 1+ ¢
Un — ¢ |
rv1l+u,>1let/1+¢>1,donc 1+ u,+ 1+ ¢ > 2 et finalement
¢

u p—
i — 0] < |25

Ainsi |up41 — ¢ = |

C’est une récurrence facile avec la propriété précédente :

1
Initialisation : pour n = 1, on a, d’aprés la premiére question, |u; —¢| = |1 —¢| < 1= Py

1
Héréditié : Soit n > 1. Supposons que |u, — ¢| < Py alors

1 1 1 1
_ < — —_
’un‘i’l ¢’ — ‘U’n ¢‘ — 2 QTL 1 2n

La propriété est donc héréditaire et 'inégalité est vérifiée pour tout n.

< 1077, c’est a dire 2"7' > 107, donc n > p

1 In(10
On cherche n assez grand pour avoir ST ?n(@)) +
1.

Ainsi, n est (presque) proportionnel a p : ¢’est un algorithme assez rapide. Pas autant que
Babylone, mais trés raisonnable quand méme. En estimant [n(10)/In(2) & environ 3, donc
pour n = 300, on a une précision de 100 chiffres aprés la virgule. A la main, c’est pas hyper
rapide, mais pour un ordinateur, c’est quasiment immeédiat.

T —n
T+ n
a) Deéterminez l’ensemble de définition de f,, en fonction de n et justifiez qu’elle est continue sur cet ensemble de définition.
b) Peut-on prolonger f, par continuité afin d’en faire une fonction continue sur R ? Justifiez soigneusement votre réponse.

—x
—e

c¢) Etudiez les limites en +o00 et —oo
d) Y-a-t-il des asymptotes en +oo et —co ?
On restreint f, a 'intervalle [0, 4+oo.
a) Donnez le tableau de variation de f, sur cet intervalle et montrez qu’il existe un unique réel u,, € Rj_ tel que fn(un) = 0.

b) Montrez que pour tout n, n < uy,. En déduire lim wup.
n—-+oo

14+e™ ™ 14e™ ™
c) Calculez f (n afin de montrer que u, < n .

1—e ™ 1—e ™



. . Un
d) En déduire que lim — = 1.
n

a) La fonction f,, est définie si et seulement si x + n # 0, d’ou le domaine de définition de

fn 1| Dy, =R\ {—n}.| Enfin, f, est continue sur cet ensemble par somme et quotient

d’applications continues.
. ) r—n —2n .
b) Le probléme se pose en —n. On a  lim = —oo (forme ——) : c’est une limite
r——nt T+ N 0+

infinie, donc ’aucun prolongement possible... ‘

¢) En écrivant,
r—n z(1-2) (1-

1
z+n  z(l+2) (1+

On obtient | lim f,(x) = 1| (puisque lim e * =0).

T—+00 T—r—+00

Attention : c’est bien x qui va a 'infinie, par n, qui est fixé finalement...
De méme, au voisinage de —oo, on peut faire la méme factorisation et par somme de
= +o00.

limite | lim f,(z) = —oo|carona lim e *
T——00 T—r—00

d) Comme lilf fn(z) =1, on a une ’asymptote horizontale d’équation y = 1 en —l—oo.‘
T—r+00

. —x _ 1—-2
De plus, lim @:hm u—e—:-|—oocaw ron :( “’n)%Oet
T——00 I T——00 x(;p — n) xT J;(g; — n) :E(l + ;)
—XT
im S = lim —— = —c0 par croissance comparée.
z——00 I X400 —

On a donc une ’branche parabolique de direction asymptotique I'axe des ordonnées ‘

a) La fonction f, est dérivable sur [0, 4o00| par quotient et somme de fonction dérivables
2n
et, pourx >0,ona f () = —— +e
p > fal2) CFEE
Ainsi f; (x) > 0 pour tout = € [0, +oc[. La fonction f est donc strictement croissante et
continue. D’aprés le théoréme de la bijection, elle définie donc une bijection de [0, 00|

sur f([0, +oc[). Comme on a f,(0) = —1 — e = —2 et lirll fa(z) = 1, f est une
T—>+00

—x

bijection de [0, +oo[ sur [—2, 1] et donc |il existe un unique w,, tel que f(u,) = 0.

Note : on peut également utiliser le TVI + la stricte monotonie pour récupérer 'injecti-
vité, et en déduire 'unicité de u,,.
b) On observe que ,f(n) =0—e" <0 et f, est croissante, donc u,, > n (le zero est atteint

“plus tard”). Ainsi, | im w, = 4o0.
n—+oo

o l4e™ .
c¢) C’est le méme principe : on calcule f,(n (1—6_71)) et regarde son signe. On a :

14e " (if—: - 1) ) lte " —14e " "
o (0, - ) o)

T—en)) = (e i) Bl e

l—e—m

_ 1+e_">
=e " —e n(l,,,n

L+e™ n(Hein) : —x .
Or, = > 1, donc —ne \1-<7"/ < —n. La fonction z — e * étant strictement
R— 6_
, . —n fn<1+8_,n>
décroissante, on a donc e™" —e \1-e7"/) > (.

. . . I4+e™
Conclusion : le 0 est atteint "avant" cette valeur, autrement dit : |u,, <n (1 ) )
— e—n




1+4+e™

1+e™ U
d) Onan<wu, <n (1—n), donc 1 < = < Par le théoréme d’encadrement,
—e- n
U
on a donc lim —= =1.
n—4+oo N

1—e



