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Corrigé

PROBLEME 1 inspiré CCINP PC 2021

1. Ay est 'événement « La boule tirée au premier tirage est blanche ».

Comme 'urne contient initialement b boules blanches et b+ r boules au total, on obtient par équi-
probabilité :

b
P(4) = b+r
2. On suppose que I'événement A; est réalisé c’est-a-dire que la boule tirée au premier tirage est de
couleur blanche.
Avant le deuxiéme tirage, I'urne contient alors b+ 1 boules blanches et b + r + 1 boules au total.
L’événement A, se réalise lorsqu’on tire une boule blanche au deuxieéme tirage donc on a par équi-
probabilité :

b+1

Pulb) =yt

Par la formule des probabilités totales appliquée avec le systéeme complet d’événements (Al,A_l), on
a :

P(Ay) = P(Ay) x Pa, (Ag) + P(A1) x Pi(Ay)

b b+1 ( b ) b b(b+1+71) b
X +11- =
b+r b+r+1 b+r

“brrel (b+r)(b+r+1) b+r’

la probabilité P;-(Az) étant obtenue par un raisonnement similaire a ce qui précede.
On en déduit que :

b
P(AQ) = m

3. Notons E = {keN, P(B,) > 0}.

Initialement, 1'urne contient b boules blanches. A chaque tirage, on peut obtenir une boule blanche
ou une boule rouge donc au cours de n tirages, on ajoute 0 boule blanche dans le cas extréme ou l'on
ne tire que des boules rouges, n boules blanches dans le cas extréme ot 1’'on ne tire que des boules
blanches. Le nombre de boules blanches contenues dans I'urne a 'issue du tirage numéro n est donc
un entier compris entre b et n + b.

Ainsi, Ec [b,b+n] (car si k ¢ [b,b+n] alors B, =@ donc P(B,,;) =0).

Montrons maintenant l'inclusion [b,b+ n] c E.

k no__ k noo__
Soit k € [0,n]. L’événement () A4; n () A; est inclus dans B, ; donc P( Ain N Ai) < P(Bny)-
i=1 izl i=1 i=h+t1

Or, par la formule des probabilités composées, on a :

k noo__ N
P(ﬂAm A Ai)=P<A1>xPA1(A2>x...x (A < P 0 (Rt o x P oyes ().

i=1 i=k+1 i=k+l

Or, chacune des probabilités du produit ci-dessus est strictement positive car elle est égale, par
équiprobabilité, au quotient du nombre de boules blanches (ou rouges) par le nombre total de boules
contenues dans 'urne lors d’un certain tirage et il y a toujours des boules blanches et des boules
rouges dans 'urne.



k noo__
Ail’lSi, P(Bn,k) > P(m Az N m Az) > 0.
On en déduit que :

pour tout n e N, {keN, P(B,x) >0} =[b,n+10].

4. Soit k € [b,n+b]. On suppose que I'événement B,  est réalisé ce qui signifie qu’apres les n premiers
tirages, I'urne contient £ boules blanches.

Avant le (n+1)-éme tirage, 'urne contient alors k boules blanches et b+r+n boules au total (puisqu’on
ajoute 1 boule & chaque tirage donc n boules apres n tirages).

Par équiprobabilité, on en déduit que :

k

PAwalBar) = 70

5. Par la formule des probabilités totales appliquée avec le systeme complet d’événements (Bnk) ke[bnd]

(apres n tirages, I'urne contient un nombre de boules blanches compris entre b et n + b donc un et
seul des événements B, . se réalise), on obtient :

n+b n+b k 1 n+b
P(A,.1) =) P(B, P, A1) =) P(B, = kP(B,.1).
(Ani1) 1;) (Buk) x Pp, , (Ans1) 1;) ( ’k)xb+r+n b+r+nk§ (Bnk)
On a donc :
1 n+b
v * P(A = P(B, ).
n €N, P(An) b+r+n,§k (Bnk)

7. L’événement B, ; est I’événement « L'urne contient 1 boule blanche apres n tirages ».
Il se réalise donc si et seulement si les n premiers tirages donnent des boules rouges.
Ainsi :

Bn,l = m A_k:
k=1

— 1
8.0na P(By;)=P(4)= 3 On suppose désormais n > 2.

D’apres la formule des probabilités composées, on a alors :

17211+ &

n-1 -
P(By1) = P(A) I] Pry o (Akir) = 5 ‘
(Bn1) = P( 1)’1:11 Ay (Are) ngﬂc

En effet, pour tout k£ € N*| si l'on a tiré que des boules rouges aux k premiers tirages alors on a ajouté
k boules rouges dans I'urne donc avant le (k + 1)-éme tirage, I'urne contient 1 + k boules rouges et
2 + k boules au total.

1 2 1
Par télescopage, on en déduit que P(B,1) = 5%57 D) =—7
n- n
1
P(B,1) = .
(Bns1) n+1

9. On suppose que I"événement B, , est réalisé, ce qui signifie qu’avant le (n + 1)-éme tirage, I'urne
contient ¢ boules blanches.

Avant le (n + 1)-eme tirage, l'urne contient par ailleurs 2 + n boules au total (car on a ajouté une
boule a chaque tirage).

On tire soit une boule blanche, soit une boule rouge au (n + 1)-éme tirage donc apres le (n + 1)-éme
tirage, I'urne ne peut contenir que £+ 1 ou ¢ boules blanches.

Ainsi, si k# 0+ 1 et k # ¢ (ou de fagon équivalente si £ # k—1 et { # k) alors P(By,+1Bns) = 0.



Apres le (n + 1)-eéme tirage, I'urne contient £ + 1 boules blanches si et seulement si on tire une boule
blanche au (n + 1)-éme tirage donc par équiprobabilité, on a :

l
P(B, B,,)=—.
( +1,Z+1| ,K) 24
. , . . k-1
En d’autres termes, si k = ¢+ 1 (ou de fagon équivalente si £ = k — 1) alors P(By11 | Bne) = S
n

Apres le (n + 1)-éme tirage, 'urne contient ¢ boules blanches si et seulement si on tire une boule
rouge au (n + 1)-éme tirage donc par équiprobabilité, on a :

2+n-14

P(Bpi14|Bny) = ——.
(BusrdlBue) = ———

Ainsi :
: . g k-1 .
(1) P(Bn+1k|Bne) =0si £ ¢ {k—-1,k}, (it) P(Bps1k|Bnye) = 5, S l=k-1
n
2 -k
et (ii1) P(Bus1 | Bus) = " i 0= k.

2+n

10. Soit k € [2,n + 1]. D’apres la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet
d’événements (ang) te[1,n+1]> ON & avec les résultats de la question 9 :

n+1
P(Bn+1,k) = Z P(Bn,f) X P(Bn+1,k|Bn,€)
/=1 ———
=0 si L¢{k-1,k}
= P(Bn,kfl) X P(Bn+1,k|Bn,k71) + P(Bn,k) X P(Bn+1,k‘Bn,k)
k-1 2+n-k
= P(B,, P(B, _
(B 1)x2+n+ (Bn) > 2+n

k-1 n+2-k
P tout k€2 17, P(B,, =—P(B i ——P(B,1).
our tout k €[2,n+ 1], P(Byya) = s P(Bugr) + oo E P (By)

11. Montrons par récurrence que pour tout n € N* :

1

P(n):«Vke[l,n+1], P(Bug) = 1
n

».
Initialisation : D’apres la question 8 et ce qui suit appliquée avec n =1, on a :
1
p(Bl,l) = P(BLQ) = 5

Donc £(1) est vraie.
Hérédité : Soit n € N*. On suppose que &(n) vraie. Montrons que Z(n + 1) vraie.
D’apres la question 8 et ce qui suit appliquée avec n+ 1, on a :

1
n+2

P(Bn+1,1) = P(Bn+1,n+2) =

Soit k € [2,n+1]. On a par la question 10 et I'hypothese de récurrence (k-1 € [1,n+1], ke [1,n+1]) :

k-1 n+2-k
P(Bn+1,k) = mP(Bn,k:—l) + WP(Bn,k)
B k-1 1 n+2-k 1 n+1 1

= X —+ X = = .
n+2 n+l n+2 n+l (m+2)(n+1) n+2

On en déduit que Z(n+ 1) est vraie.



Conclusion : On a ainsi prouvé que

1
pour tout n € N*, pour tout k € [1,n+ 1], P(Bn) = 1
n

12. D’apres la question 5 appliquée avec b =1 =1 et la question 11, on a pour tout n € N* :

1 | AR | 1 n+1)(n+2 1
P(An) = —— S kP(Boy) = —— S kL - (ne(n+2) 1
n+2 4 n+247 n+l (n+1)(n+2) 2 2
1
On a donc établi que pour tout n € N avec n > 2, P(A,) = 3"
1
Comme on a vu a la question 1 que P(A;) = 5> onen déduit que :

DN | —

pour tout n € N*, P(A,) =

NB : La partie IV ne figurait pas dans le sujet CCINP initial.
13. D’apres la formule des probabilités composées, on a :

(ﬂA N ﬂ A ) (A1) x Pa, (Ag) x - x Payonayy (Arb)

i=k—b+1
X PAmmmAk_b(Ak—bH) x PAlﬂ“'ﬂAk—bﬁAk—bJrl (Ak—b+2)><

X PAlﬁ ‘NAR_ bﬂAk pe1NeNAp,_ 1( n)'

En déterminant ces différentes probabilités par équiprobabilité en considérant le nombre de boules
blanches et rouges présentes dans 'urne au moment du tirage, on obtient :

b b+1 b+k-b-1
A, A
(m ml,ﬂ,ﬂ )b+r “brr+1l T bertk-b-1
r r+1 b+r+n-1-k
X X X oo X
b+r+k-b b+r+k-0+1 b+r+n-1

b y b+1 s k-1

b+r ber+1 r+k-1

r r+1 b+r+n-1-k

vk ekl Theren-1

(k 1)'>< (b+7r)! ><(b+7“+n—k—1)!>< (r+k-1)!
b+r b! (r+k-1)! 7! (b+r+n-1)!
b (b)) RN (b+r+n—-k-1)!
Ck(b+7) bl (b+r+n-1)!
b ()
k(b—i—?“) (b+’f’4];’n,—1)'

) b (%))

k(b‘i‘?") (b+r+n 1)

(ﬂAm N 7

i=k—b+1

14. Soit ke [b+1,n+b-1].

L’événement B, ; se réalise si et seulement si les n premiers tirages donnent & — b boules blanches.
Ainsi, B, peut s’écrire comme 'union des événements correspondant a toutes les successions pos-
sibles de n tirages ayant donné k — b boules blanches.

Ces événements étant deux a deux incompatibles, la probabilité de I'événement B, est alors la
somme des probabilités de ces événements.



On a calculé a la question précédente la probabilité d’une succession de n tirages ayant donné k — b
boules blanches et donc n — k + b boules rouges dans cet ordre.

Par un raisonnement analogue, on constate que la probabilité d’une succession donnée de n tirages
ayant donné k — b boules blanches et n — k + b boules rouges dans un ordre quelconque est la méme
(peu importe l'ordre, on trouve les mémes facteurs dans les produits).

De plus, il y a autant de successions de n tirages ayant donné k —b boules blanches que de fagons de
choisir les numéros des k — b tirages donnant des boules blanches parmi les n tirages.

n
I d :
yen a onc(k_b)

b+r

n) rb (b)

k=b)k(b+r) (P’

On en déduit que P(B ) = (

Etudions le cas k = b.
On obtient par la formule des probabilités composées :

R r r+1 r+n-1
P(B,,) - P|NZF;) - SV it
(Bnp) (Q ) bir bir+l btrtn-1
T ><(7’+n—1)!>< (b+r)t (b+r)!x (r+n-1)! 7 (bzr)
b+ r! (b+r+n-1) b+r  rlb (b+r+n—1)!_b+r(b+7“;”‘1)‘

On constate que la formule obtenue précédemment est donc encore valable pour &k = b.
Enfin, dans le cas ou k =n + b, on trouve par symétrie que :

Py p(Aa) ) o () e () o ()
n,n+b I b+r(b+r:n—1) b+7~(b:—;—£11) b+rb+7n(b+;:z_l) CEDID (b+}:z—1)

donc la formule est aussi valable pour k =n +b.
Ainsi :

n) o (%))

pour tout k € [[b,n + b, P(Bns) = (k: =b/ k(b +r) (Prrinty
k

PROBLEME 2 Centrale PC 2023

1. Comme |z| <1, on a lim 2™ =0 donc

n—+oo

n

~  nlx|"

n—>+oo

— xn
Par ailleurs, on sait que la série entiere Z nt"™ a méme rayon de convergence que la série entiere Z t",
qui est la série géométrique, d’ou R (Z nt”) =1.

Par convergence absolue sur l'intervalle ouvert de convergence, on en déduit que la série Zn|x|”
converge.

Comme on a de plus pour tout n € N, T > 0, on en déduit par comparaison par équivalent que :
-
, . nx™
la série Y converge (absolument).

k "
Soit n € N*. Comme |z[* < 1, la série géométrique Y (z")* converge et a pour somme ~ donc on

-x

k>1

a par glissement d’indice (et linéarité) :

na:,n +o00o & o) &
n_nzxn _an_n(+1)
-z k=1 k=0

+00 n +00 400
nr
E : — § : nxn(lﬁl)
1-2an
n=1 n=1k=0




2. En appliquant la question précédente avec y = |z| €] - 1,1[, on a :

+00 +00 +00 +00

Z Z|n$n(k+1)| Z Zn|$|n(k+1) Z ”|5U| < 400

n=1 k=0 n=1k=0 o 1 |I|n

donc par le résultat admis (deuxieme point) appliqué a la famille (an, & ) (n,k)enz, Ol pour tout (n, k) € N2,

0 sin=0 S
_ s 1. k+1) . Co .
Gn ko = . on en déduit que la somme na™ existe (ce qui signifie notam-
n.k { nan(k+1)  ginon 4 1;0712::1 (ce qui sig
ment que toutes les séries en jeu convergent) et on a :
+00 400 +00 +00 +o00 nxn
Z Z N (k1) — Z an,n(kﬁl) _ Z ‘
k=0n-1 n=1k=0 aotl—an
Or, on a :
+00 +00 +0oo + 00
Z Z nwn(kﬂ) — Z $k+1 Z n(wkﬂ)n—l'
k=0n=1 k=0 n=1
3 n 1 )
On sait que pour tout ¢ €] - 1,1][, Zt =13 et par dérivation terme a terme sur l'intervalle ouvert
n=0 -

de convergence, on obtient :
1

nt"" 1_
Z (1 t)2

En appliquant ce résultat pour tout k € N, avec 2%+ €] - 1,1[, on obtient :

+00 1

k+1\n— 1
2 = ey
xk+1 xk+1 +00 nx"
On en déduit que la série ————— converge et —_— = )
q ,Z(:)(l—x’“l)Q verg Z ¢ (1 - k12 nZ:; 1 —on
Par un glissement d’indice (p =k + 1), on en déduit que :
P P 2 nan
la série converge et » ——— = .
z;(l_ P)2 Z(l aP)? r;l—x”

1
E3(k +1) k—voo k%

De plus, la série de Riemann Z — est convergente (4>1) et a termes positifs.
k>1

3. 0n a

On en déduit par comparaison par équivalent que la série Z converge.

1
s k3(k+1)
La nature de la série ne dépendant pas des premiers termes, on en déduit que :

+o00

pour tout n € N*, u, =n Z

1
Py EICE) est bien défini (et c’est un réel positif).

+o00 +o0o

4. Comme il s’agit d’une série a termes positifs, on peut calculer Z u,. Montrons que Z Uy, < +00.
n=1 n=1
On a :
+o00 +00 400 +00 400
Up = Qp i
DN )
n
——— sil<ngk
ot pour tout (n,k) e N2, a,, ={ k3(k+1)
0 sinon.
Par le résultat admis (premier point), comme pour tout (n,k) € N2, a,, >0, on a :
+00 +00 +00 +00 +oo k +00 1 k(k+1 1t2 1 7'('2
T I S S o e e R
n=0 k=0 k=0n=0 ianst kA (k+1) k1k(k’+1) 2 20k 12

6



On en déduit que :

+00 7T2
la SéI’ie Z U, converge et Z Up = —
nx1 n=1 12

5. Soit i € N. La série Z bij = Z 5; converge car il s’agit, a une constante multiplicative pres,
j2i+1 g2+l
e . 1
d’une série géométrique de raison = €] -1, 1.
2 Y

On en déduit que la série Z b;; converge et on a :

720
+00 -1 +00 1 1/2i+1
+0;; + bii=-1+2 —=-1+2 =-1+1=0.
; Z R j:z,-;l " ]21;1 2 1-1/2
+00
Il est alors clair que la série Z Z b; ; converge puisque son terme général est nul et que sa somme
i>0 j=0
vaut 0.
Ainsi :
+00 +00 +00 00
Z Z b@j existe et Z Z bi,j =0
i=0 j=0 i=0 j=0

6. Soit j € N. La série Z b; j est convergente car son terme général est nul a partir d’un certain rang
i>0

(donc la suite des sommes partielles est constante a partir d’un certain rang) et on a (résultat valable

aussi pour j =0 méme si la premiére somme pose un probléeme d’indice) :

= 11-2 1
; bi;i+bi;+ b, j = P-l==—1=—-—,
ZO 7 Z g _;1 " 212 25 1-2 20
+ 00 1
La série Z Z est alors une série convergente car il s’agit d’'une série géométrique de raison 3 e]-1,1]
720 i=0
et On a : +00 +00 +00 1 1
bi = = - = - = —2.
z(;;) ! ZJ 2 1-1/2
Alinsi :
+00 +00 +00 +00
Z Z b; ; existe et Z Z b, j =2
=0 i=0 =0 i=0
7. On constate que :
+00 +00 +00 +00
> 2 big# Y, ) bige
=0 i=0 i=0 j=0

La famille (b; ;) j)en2 n'est donc pas sommable.

-243!

8. Soit ¢ € N. La série Z Cij = Z

72+l j2i+l

converge car il s’agit, a une constante multiplicative

1
pres, d'une série géométrique de raison — €] - 1,1[.
Y 3 Y
On en déduit que la série » ¢;; converge et on a :
7‘7
720

i+1
ch ch]"'czz""ZCZ]—Z—QZ:{LZ—_2—23z11/31+/3 —i=0

J=t+1 J z+1



+o00

Il est alors clair que la série Z Z c;; converge puisque son terme général est nul et que sa somme

i>0 j=0

vaut 0.

Ainsi :
+00 +00 +00 +00
Z Z c; ;j existe et Z Z ¢ij=0
i=0 j=0 i=0 =0

9. La série ¢; + est convergente car son terme général est nul a partir d’un certain rang.
27‘7
>0

+00 +00
Sij=0alors Y ¢ j=coo+ Y, cio=0et pour tout j>1:
i=0 i=1

+o00
ZCH Zc”+c”+ Z cm———223’+]
i=0

i=7+1

+o00
Ainsi, si j =1 alors Z ¢;; =1 et pour tout j > 2 (comme 3 # 1) :
i=0

-1 gl j=1j-1 3 3-3
Ti-yyye % w-gya-s it (Se- T4 (-0 0)
i=0 i=1 k=1 I<k<i<j-1 k=1 i=k k=1 1-3

don = 1 (3 -3 1-317 3-317 13 -1

AN R YY) oo g 20T _ -~
i:ZOCZ’]_Bj( 5 (y 1)3)+] j+l+y 5 5 31
1

N.B. : Pour calculer Z i3', on pouvait aussi considérer la fonction f définie sur ]1,+oco[ par :

i=0

f@)=at-

i LA (R N G
et obtenir par dérivation que pour tout x €]1,+oo[, f'(x) = Zixl’l _ T2 ((1 z) )2( v )
i=1 -z

Il ne reste plus qu’a multiplier par = et évaluer en z = 3.

Remarquons que le résultat obtenu est encore valable dans les cas 7 =0 et j=1.
Ainsi :

la séri X 1y -1
a série ;)cz-,j converge et on a ;) Cij = AT
13 -1 13 3
- On 8 S T w231 Y
13-1 3
On en déduit que lim ——— = = donc :
joteo 2 39712
+00
la série Z Z c; j diverge grossierement.
720 i=0

11. L’événement A,, se réalise si et seulement si lors des 2n premiers lancers, il y a eu n piles.
Comme X + -+ X5, compte le nombre de piles obtenus lors des 2n premiers lancers, on en déduit
que :

Ap =X+ + Xop, =n].

Comme pour tout k € [1,2n], la variable X} suit la loi de Bernoulli de parametre p et les variables
Xi,..., Xy, sont indépendantes, on en déduit que la variable X; + ...+ X5, suit la loi binomiale de

8



parametre 2n et p.
On en déduit que :

2
p(X1 4o+ Xop, = n) = ( :)pn(l _p)Qn—n'

Ainsi :

P = ()= py

12. Soit (m,n) € (N*)2 avec m < n.

On a B,,n B, = @ car si B,, se réalise alors la premiere fois qu’il y a autant de piles que de faces,
c’est a l'issue des 2m premiers lancers et comme 2m < 2n, il ne peut pas y avoir autant de piles que
de faces pour la premiere fois a l'issue des 2n premiers lancers donc B,, ne peut pas se réaliser.
Ainsi :

les événements (B, )nen+ sont incompatibles.

13. Il ne peut y avoir autant de piles que de faces qu’au bout d’'un nombre pair de lancers.
Ainsi, I'événement C' se réalise si et seulement s’il existe n € N* tel que A,, se réalise
ou encore si et seulement s’il existe n € N* tel que B,, se réalise.

On en déduit que C = U B,.

Comme pour tout n € N , B, est un événement, on a B, € <.
Par stabilité de la tribu szf par union dénombrable, on en déduit que C € &7 c’est-a-dire :

|C est un événement. |

De plus, comme les événements B,, pour n € N*, sont deux a deux incompatibles, on a par o-
additivité :

P(C) +Z:P(Bn).

14. Soit n eg\l*.

On a A, = | By n A, et comme les événements By, ..., B, sont deux & deux incompatibles, on a par
k=1
o-additivité :

P(4) =Y P(BinAy).

Justification 1 : On a P(A,) = > P(By)Pg,(As).
k=1
Soit k € [[1,n]. On suppose que 'événement By, est réalisé, ce qui signifie notamment qu’au bout de

2k lancers, il y a autant de piles que de faces.
L’événement A, se réalise alors si et seulement si les lancers, du (2k + 1)-éme au 2n-éme, donnent
autant de piles que de faces. Comme il y a 2(n - k) lancers entre le (2k + 1)-éme et le 2n-éme, on en
déduit que :

Pp, (An) = P(An-k).

Justification 2 (plus rigoureuse) : Pour tout m € N*, on note S, = ZXi'
On a:

P(4,) = ;P(Bk nAy,) = éP(Bk N [Son =n]) = kiP(Bk N [Son = Sor =1 - k])

car si By est réalisé alors Sy, prend la valeur k.
2n

Or, pour tout k € [1,n], Sa, — Sax = Z X;.

1=2k+1



Par indépendance des lancers (et lemme des coalitions), on a alors l'indépendance des événements
Bk et [Sgn - Sgk =Nn- ]f] d’ou :

P(Ay) =" P(By)P(San — Sox = n = k).
k=1
On peut alors montrer que comme les variables X; pour i € N* suivent toutes la méme loi et sont

indépendantes, les 2(n — k) uplets (Xogi1,...,Xon) et (Xi1,..., Xo(-k)) suivent la méme loi et donc
par somme :

Z X; et Z Xi = Sy(n-r) suivent la méme loi.
i=2k+1 i=1

Ainsi :

P(A,) - z P(By)P(Sauory =~ k) = iP(B@P(An_k).

Pour tout n € N*, P(A,) =" P(By)P(An-).
k=1

15. Montrons par récurrence forte que pour tout n € N*,

2n -2
2« PB) == (1 )wa-my .
n\n-
Initialisation : On a par la question précédente :
P(Ay) = P(B1)P(Ag) = P(B1) et P(A1) =2p(1-p)

par la question 11.

On en déduit que (1) est vraie.

Hérédité : Soit n € N*. On suppose que pour tout k € [1,n], Z(k) est vraie.
On a alors par la question précédente :

P(Aun) = 3 P(BOP(Awiir) + P(Buat) P(Ao)

k=1

donc en utilisant la question 11 et '’hypothese de récurrence, on obtient :

P = (0 D)o-my = 32 (o -m (0 2 Yo -y

- (20 M-y - S 23 P )wa -

05 E ) )
= p-py ((U)) - (Q:jf ()
-2 (M) wa -y

Ainsi, Z(n+ 1) est vraie.
On a donc prouvé que :

pour tout n € N*, P(B,) = n(2n 2)( (I-p))".

16. D’apres les questions 13 et 15, on a :

P@)=3 (" Moo

n=17

1-y/1-4p(1-p)

2p(1-p)

. 1(2:)(17(1 -p))"** =2p(1 - p) x
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car p(1 -p) €]0,1/4[ (puisque la fonction f : x — x(1 - z) est strictement croissante sur [0, 1/2],
strictement décroissante sur [1/2,1], f(0) = f(1) =0 et f(1/2) =1/4).

Ainsi :
1
sip# 3 alors P(C)=1-+/1-4p(1-p).

1
17. Pour p = 3 on a comme précédemment :

PC)= 3 i(%)(p(l S R I (Qn) 4nl+1-

—on+1\n —on+1\n

+o00 2
p S(x) =
osons S(x) 7;) |

(") r-apy.

2 (2
Pour tout n € N, la fonction f,, : x — Tl( n) (z(1- .iE))n+1 est continue sur [0, %] (fonction polynd-

miale).
2 (2
Pour tout n € N, ;n 32|fn I 61871/2] = m( :) Tt Par positivité et croissance de f,, sur [0,1/2].
n
Or, la séri ( ) =) P(B, -additiviteé.
r, la série ,%;]n+1 N s 7; (Bp) converge par o-additivité

On en déduit que la série ) f, converge normalement et donc uniformément sur [0, 1/2].

n20
Par le théoreme de continuité des sommes de séries de fonctions, on en déduit que S est continue sur
[0,1/2] et on a en particulier :

1)1{11/27 S(x)=5(1/2).

Or, on a aussi comme vu précédemment, pour tout x €]0,1/2[, S(z) =1-+/1-42z(1-x) donc :
li =1.
Jim_S(@)

On en déduit que S(1/2) = 1.
Ainsi :

sip= % alors P(C) = 1.
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