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Corrigé

Probléme 1 (CCINP PC 2023)

Partie 1

Q1. La variable aléatoire X,, représente le nombre généré par 'ordinateur au tour de jeu numéro n,
c’est-a-dire :

‘le nombre de cases dont le pion avance au tour de jeu numéro n. ‘

La variable aléatoire .S, représente le nombre de cases dont a avancé le pion apres n tours de jeu, ou
encore :

‘le numéro de la case ou se trouve le pion apres n tours de jeu ‘

Q2. La variable aléatoire T" est le nombre de tours de jeu nécessaire pour que le pion atteigne ou
dépasse la case numérotée A (pour la premiere fois), c’est-a-dire :

‘le nombre de tours nécessaire pour que le jeu se termine‘

(T prend par convention la valeur 0 lorsque le jeu ne se termine jamais).

Q3. En tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur | -1, 1],

la fonction f est de classe € sur | - 1,1][.

Montrons par récurrence que pour tout pe N, on a :

p!

P(p):«Vre]-1,1[, fP(z) = Aot ».

Initialisation : Pour p =0, on a pour tout x €] -1,1[, f(z) = L = 0 :
-2z (1-x2)0!

Ainsi, Z(0) est vraie.

Hérédité : Soit p € N tel que & (p) est vraie.

On a donc pour tout z €] - 1,1[, f®(x) = p!(1 - )P

Par dérivation, on obtient pour tout x €] - 1,1] :

f(p“)(x) - (f(p)),(x) =p!x (-1)x (-p-1)(1-2) P 2= (]?1!(_29;)1}32 = (ip_;;);if

Ainsi, Z(p+ 1) est vraie.
On en déduit que :

p!

pour tout p € N, pour tout z €] - 1,1[, f®(x) = _(1 ypl
-




Q4. Pour tout n € N avec n > p, on pose a,, = (Z)
On a pour tout n 2 p, a, #0 et :
(n+1)! pln-p)!  n+1 n

= = ~ —=1—0 1.
pl(n+1-p)! n! n+1l—-pnoteon  notoo

A+l

Qn

On en déduit par la regle de d’Alembert que :

le rayon de convergence de la série entiere Z ( )x” est % =1.
nzp b

1 +o00
Q5. On sait que pour tout x €] - 1,1[, f(z) = 1" Z x™ (série géométrique).
—T 520
Par dérivation terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence, on obtient en dérivant p fois :

+00

+00 |
Ve el - 11 fP(z) =Y n(n-1)...(n-p+1)a"? =3 L'a:"_p
n=p n=p (n_p)
Par la question 3, on en déduit que :
= nl p!
Voel-1,1[, S ——anP= L
LIl 2 G

P
d’ou, en multipliant par —
p!

Partie 11

Q6. Pour tout k € [1,n], X}, suit la loi uniforme sur {0,1} qui est la loi de Bernoulli de paramétre .
Ces variables étant de plus indépendantes, on en déduit que :

o 1
la variable aléatoire .S, = Z X} suit la loi binémiale de parametres n et 3
k=1

Q7. Comme le pion avance d’au plus une case a chaque tour de jeu, il faut au moins A tours de jeu
pour atteindre la case A.

Soit k € N avec k > A. Si pour tout i € [1,k - A], X; prend la valeur 0 et pour tout i € [k — A+ 1, k],
X, prend la valeur 1 alors T" prend la valeur k.

Comme de plus, T" peut prendre la valeur 0, par exemple lorsque pour tout 7 € N*, X; prend la valeur 0
(car le pion reste toujours sur la case 0), on en déduit que :

I'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire T est T'(Q) = {keN, k> A} u{0}.

Q8. Comme le pion se déplace ici de 0 ou 1 case a chaque tour de jeu, 'événement (T = k) se réalise
si et seulement si le pion atteint la case A pour la premiere fois au tour de jeu numéro k. Pour cela,
il faut et il suffit que le pion se trouve sur la case A —1 au tour de jeu numéro k — 1 et qu’il se
déplace d’une case au tour de jeu numéro k, ce qui est équivalent a la réalisation de I’événement
(Spe1=A-1)n(Xp=1).

Ainsi :

(T:k:):(Sk_le—l)m(szl).
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k-1

Par le lemme des coalitions, les variables aléatoires Sy_1 = Z X, et X} sont indépendantes donc les
i=1

événements (Sy_1 = A—1) et (X =1) sont indépendants et on a alors :

=0 =P =a-0xrea=n = () () 5= (L)

En effet, si k-1 =0 alors nécessairement, A -1 =0 donc dans ce cas, on a

P(Sjoi=A-1)=P(Q)=1= (Z__ll)zk—ll

et si k-1 eN* alors d’apreés la question 6, Sy_1 ~ B(k-1,1) et A-1¢[0,k-1]) donc on a :

P(Spa=A-1)= (fx: 11) (%)A_l (1 _ %)(k_l)_m_l) - (Z‘_ll) (%)k1 .

k—l)l
A-1)2K

Ainsi :

P(T=k:)=(

Q9. Comme ((T" = k))er(n) est un systéme (quasi-)complet d’événements, ona ». P(T'=k)=1
keT ()
donc :

=2 k-1) 1 = (0 1 1 2= (n\1 1 (1/2)A!
P(T=0)=1- —=1- =1-= —=1-=
(T=0) Z(A—1)2k 2, (A—1)2n+1 2 (A—1)2n 2 (1-1/2)(A-D+1

k=A n=A-1 n=A-1

1
en utilisant la question 5 avec p=A -1 et x = 3

Ainsi :

oy @24 _
P(T_o)_1—(1/2)A_1—1_0.

P(T =0) =0 donc I'événement (T =0) est négligeable, le jeu s’arréte presque stirement.

Q10. Pour tout k€ N avec k > A, on pose b, = (
On a pour tout k> A, b, #0 et :

B k! JA-DIGB-A)T kL k
S (A-DI(k-A+1)! (k-1)! 2 k-A+12ks+02k 2k-too2’

k—l)i
A-1)2K

bk+1
b,

On en déduit par la regle de d’Alembert que :

le rayon de convergence de la série entiere Z P(T = k)a" est Ry = 1—}2 =2
k>A

Pour tout x €] -2,2[, on a :

o= Freen SO0 - 2 WET 12 W) 56

en utilisant la question 5 avec p=A -1 et g e]-1,1[.

Ainsi :

z[2)A z \*
pour tout z €] - 2,2[, Gp(x) = (1(_/932/)2)/& = (2 x) .




Q11. En tant que somme d’une série entiere, la fonction G est dérivable sur son intervalle ouvert
de convergence | - Ry, Ry[ et 1 €] - Ry, Ry[ donc G est dérivable en 1.
Par le cours, on en déduit que 7" est d’espérance finie et on a E(T") = G%(1).
Or, pour tout z €] -2,2[, on a :
2-x+x

!/ x At !
Gl (z) = e XA(2—x) donc G-(1) = 2A.

Ainsi :

le nombre moyen de tours de jeu pour terminer la partie est égal a E(T") = 2A.

Partie 111

Q12. Soit k € [0, A - 1]. Par la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet
d’événements ((Xpi1 = £))eex, .1 () = ((Xml =0),...,(Xpy1=M- 1)), on a :

P(Suir < k) = 2 P((Xpor = ) 0 (St <)) = Z P((Xuw = €)1 (Su < k1))

car Spi1 =5, + Xpns1.

Or, par le lemme des coalitions, les variables aléatoires X, ,; et S,, = ZXi sont indépendantes donc
i=1
pour tout £ € [0, M — 1], les événements (X1 = ¢) et (S, < k- /) sont indépendants d’ou :

M-1 M-1 1
P(Spi1<k)= Y P(Xp1 =0)P(S,<k-0)= Y —P(S,<k-10).
£=0 £=0 M

Enfin, comme S,, ne prend que des valeurs positives, si k — ¢ < 0 c’est-a-dire lorsque ¢ > k alors
P(S, <k-{)=0 donc on a par la relation de Chasles (k< A-1<M-1):

1 k -1 1 k
P(Sp+1 <k) = —(ZP(Sn <k-0)+ > 0) =— > P(S,<k-0).
M\iz t=k+1 M iz
Ainsi :
1 k
Vke[0,A-1], P(Sps1 <k)=—> P(S,<k-1).
M iz
Q13. Montrons par récurrence que pour tout n € N* :
P(n):«Vke]0,A-1], P(S,<k)= %(n; k?) ».

Initialisation : Pour n=1, on a S; = Xy ~ Z ([0, M - 1]).
k

Soit k € [0, A —1]. Comme (S; < k) = J(S1 =), union d’événements 2 a 2 incompatibles, on a :
i=0

k kel k+1 1 (1+k
P Sk = P = ) = _— = [ —
(S1<k) ; (S1=1) 2 Wi Ml( 1 )

(car pour tout i € [0, k], i € [0, M —1]). Donc Z(1) est vraie.
Hérédité : Soit n € N* tel que &(n) est vraie.
Soit k € [0, A—1]. On a par la question précédente :

1 k
P(Spa k) =22 3 P(Su<h=0) =3~
£=0 £=0
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par hypothese de récurrence car pour tout £ € [0,k], k- ¢ € [0, A -1].
En utilisant le résultat annoncé en début de partie, on obtient :

1 (n+1+k:)

POk = gm0

Donc &(n + 1) est vraie.
On a ainsi prouvé que :

"M\ n

pour tout n € N*, pour tout k€ [0, A-1], P(S, <k) ! (n+ k)

Q14. Soit n e N.

L’événement (S, < A) se réalise si et seulement si le pion n’a pas encore atteint la case numéro A
au tour de jeu numéro n c’est-a-dire si et seulement si le pion atteint la case A strictement apres n
tours de jeu ou s’il ne 'atteint jamais.

On a donc 'égalité :

(Sp<A)=(T>n)u(T=0).

Les événements (7> n) et (7 =0) étant incompatibles, on a alors :
P(S,<A)=P(T>n)+P(T=0)=P(T >n).

La variable aléatoire T' est & valeurs dans N. Etudions la série Y P(T > n).
n20
On a pour tout n e N* :

P(T>n) = P(Sy < A) = P(S, < A= 1) = () = (M)

par symétrie des ccefficients binémiaux.

1

Pour 7 = 0, onaP(T>0)=1—P(T:0)=1:—(O+A_1

A-1

C ) donc la formule est encore valable.

On a donc : N g 1
n+A-

P(T = I _

7;) ( >n) 7Z;)( A-1 )M” ZZ;l(A_l)ME—A+1

l 1
Comme ﬁ €] - 1,1[, on en déduit par les questions 4 et 5 que la série Z ( )—g converge et a
12A-1 A-1/M
(1/M)A
(1- /M)

pour somme

M \A
Par produit par ﬁ, on en déduit que la série Z P(T > n) converge et a pour somme ( ) .

n20 M-1
Par le résultat donné par I’énoncé, on en déduit que :

A
T admet une espérance et E(T) = (M—) :

Probleme 2 (extrait Centrale PC 2018)

A - Loi zéta

L. 1 :
Q1. Par le cours, la série de Riemann Z — converge si et seulement si z > 1.
nx1
Ainsi :

I’ensemble de définition de la fonction ¢ est |1, +oo].
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Q2. Comme (X =n)n+ est un systéme (quasi-)complet d’événements, on a :
+00
Y P(X=n)=1.
n=1

. 1
Comme z > 1, la série Z — converge et a pour somme C(.’L’)
nz1

+ 00
On a donc ). P(X =n) = al(z) =1 et nécessairement, ¢(z) # 0 d’ot :

n=1

+00
Q3. Par définition, X est d’espérance finie si et seulement si Z [n|P(X =n) < +oo.
n=1

Or :
1

nxl

SInlP(X =) = ¥

La série de Riemann Z — converge si et seulement si x —1>1 c’est-a-dire x > 2.
o=

n>1

Comme est une constante non nulle, on en déduit que :

1
¢(x)

‘X est d’espérance finie si et seulement si x > 2. ‘

On a alors dans ce cas :

I & 1 ((z-1)
(@ X @

n=

B(X) = +im@(x ) -

Si z>2 alors E(X) = %

Q4. Soit ke N.

+00
Par le théoréme du transfert, X* est d’espérance finie si et seulement si _ [n*|P(X =n) < +oo.

n=1
Or : .
SIHP(X =)= ¥
La série de Riemann Z:l # converge si et seulement si x — k > 1 c’est-a-dire x > k + 1.
n
Comme —— est une constante non nulle, on en déduit que :

C(x)

X% est d’espérance finie si et seulement si > k + 1.

On a alors dans ce cas (toujours par le théoreme du transfert) :

1 & 1 ((xz-k)
WX @

E(x*) = +zinkp(x —n) =

=)

Six>k+1alors B(X*) = RO
x




Q5. Par définition, X admet une variance si et seulement si X? est d’espérance finie donc par la
question 4, si et seulement si z > 3.
Dans ce cas, on a par la formule d’'Huygens :

V0 - B - By - D SO )

Cz-2)¢(x) -~ ¢(x-1)*
¢(x)?

X admet une variance si et seulement si x > 3 et dans ce cas, V(X)) =

Q6. Soit a € N*. On a :
+o0o
(X eaN*) = | J(X =ak).
k=1
Les événements (X = ak) pour k € N* étant deux a deux incompatibles, on a par o-additivité :

1 1 1 =1
" T o " T @

P(X eaN*) = ZP(X ak) = Z

1
Pour tout a e N*, P(X eaN~*) = —
a

B - Indépendance

Q7. Soit I un sous-ensemble non vide de [1,n].
Soit we 2. On a :

we( (X eqgN) = Viel X(w)eqN < Viel, g divise X (w).

i€l
Comme les ¢; pour i € I sont des nombres premiers distincts, on a par le rappel de 1’énoncé :
Viel, g divise X(w) < [] ¢ divise X(w) < X(w) € (H qi) N*.
iel iel

On a ainsi :

* _ c ) L 1
rloovea) e (x<(0e) ) e

par la question 6.
Or, on a aussi :

1 1
P(X eqN") = — =
g ( ) E @& (Ilier :)®
d’ou
P(m(x € qZN*)) =[] P(X € N*).
iel iel
Ainsi :

les événements (X € ¢;N*), ..., (X € ¢,N*) sont indépendants.

Q8. D’apres la propriété de continuité décroissante, on a :

i P(5,) =P (08 ) )
+ 00

Or, I'événement [)(X ¢ ppN*) se réalise si et seulement si X n’est multiple d’aucun nombre premier
k=1

c’est-a-dire si et seulement si X prend la valeur 1 (d’apres le rappel de 1’énoncé, tout entier supérieur
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ou égal & 2 est multiple d’au moins un nombre premier).
On en déduit que :

lim P(B,)=P(X=1).

On a d’une part :
111

((x) 17 ((x)
et d’autre part, pour tout n € N*  par indépendance des événements (X ¢ p;N*), ... (X ¢ p,N*)
(par la question 7 et remarque qui suit), on a :

P(X=1)=

P(Bn):]ﬁP(X¢pkN*):]fl(l_P(XepkN*)):ﬁ(l—z%)

k=1

par la question 6.
Ainsi :

Va e]l, +oo, ﬁ = lim ﬁ(l—i)

s T
n—+too - 9 pkz

C - Deux variables indépendantes suivant une loi zéta

Q9. 0n a:

A= Q)(X epN*)n (Y e pN*) = Q)((X FpNT) U (Y ¢pN7)) = ;ﬂi((X #oiNT) U (Y ¢ prN"))

+00

- (;«X ¢ ) U (Y ¢pkN*>>) -Nen

n=1

A= Ch.

n=1

La suite (Cp)ns1 étant décroissante (au sens de linclusion), on a par la propriété de continuité
décroissante :
P(A) = lim P(C,).
Soit n € N*. Pour tout k € [1,n], on note Dy = (X € ppN*) n (Y € pN*).
Montrons que les événements Dy, ..., D, sont indépendants.
Soit I un sous-ensemble non vide de [1,n].

P (Q Dz-) =P (Q(X epiN* ) n (Y epiN*)) =P ((X € (Hpi)N*) N (Y € (sz) N*))
ic i€ iel iel
donc par indépendance des variables aléatoires X et Y, on a :
(o) - (< (11050 <2 < (70)) - (v emn) o eni)
i€ iel iel i€ i€
Par la question 7 et de nouveau 'indépendance de X et Y, on en déduit que;

P(mDi) _TTPCX epN) x [TP(Y € pi') = [T P(CX € piN) 1 (Y € piN)) = [T P(D).

iel iel iel iel iel



On en déduit que les événements Dy, ..., D, sont aussi indépendants.
Ainsi :

P(A) = lim P(ﬁE): lim [] P (Dr)
n—+00 k=1 n—too

n—>+00

= lim JT(1-P((X epN*)n (Y epyN*))) (en passant & I'événement contraire)
k=1

= lim J](1-P(X epiN*)P(Y € pN*)) (car X et Y sont indépendantes)
k=1

n 11 n 1 1
= lim 1-——1]= lim 1-—=]=——= (d’apres la question 8 avec 2z > 1
() 1) o )

A oy

D - Deux variables indépendantes suivant une loi uniforme
Q10. Soit k € N*. D’apres le troisieme point admis, pour tout w € €2,
Wy(w) e kN* < k| Up(w) AV (w) © k| Uy(w) et k| V,(w)
donc
P(W, € kN*) = P((U, € kN*) n (V, € kN*))
= P(U, € kN*)P(V,, e kN*) (U, et V,, sont indépendantes)
= P(U, € kN*)* (U, et V,, suivent la méme loi).
Or, les entiers j de [[1,n]] vérifiant k| j sont les éléments de kN* n[[1,n]], c’est-a-dire les entiers qui

s’écrivent ki avec i € N* vérifiant 1 < ki<n < 1<i<n/k < 1<i<|n/k| (car i est un entier).

On a donc {j € [[1,n]], k| j} ={ki, i € [[1,|n/k]]]}
Enfin, comme U,, = U([[1,n]]), on obtient :

W, € kN") = P(U, ¢ ENY = (Card{lggr’iie[[[l[}?;%}%/kJ]]}) _ (l”_é’fJ) |

P(W, € kN*) = (M)2

n

Q11. Pour tout n, k € N**, |n/k| < n/k, donc [n/k] <
n

e Pour tout m e N*,

1
.

Y ly=> lim P(W,=k)= lim Y P(W,=k) (combinaison linéaire de limites finies)
k=1 k=1 e

n—>+0o

n—+oo

= lim P (U(Wn = k)) (événements incompatibles 2 & 2)
k=1

donc Z l, < 1 comme limite d’une suite de probabilités.
k=1
e De plus, comme W, () c N*,

P(G(Wn:k)):l—P( U (Wn:k))

k=m+1
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et

+o0 too
P( U (W, = k)) < Y P(W,=k) (sous-additivité d’une probabilité)
k=m+1 k=m+1
< Y P(W, ekN*) (car (W, =k)c (W, €kN*))

k=m+1

+0oo k; 2
= Z ([n/ J) (d’apres la question 10)
k=m+1 n
+o00 1
< ) > e (d’apres le premier point de cette réponse).
=m+

Les sommes manipulées sont toutes a termes positifs.

Or, Z e est une série convergente (Riemann et 2 > 1), donc son reste tend vers 0 donc pour tout
k>1

+00 1
€ >0, il existe M € N* tel que pour tout m > M, Z -5 SE.
k=m+1 k
+00
Par suite, pour tout m > M, P( U (W, = k)) < g, donc
k=m+1

iékzl—P(@(Wn:k)) >1-e.
k=1 k=1

En mettant bout a bout la majoration (valable pour tout m € N*) et la minoration obtenues pour

m
Z /)., on obtient bien :
=1

Ve>0, 3IMeN*tel que VmeN*, m>M =1-e<) (<1
k=1

Q12. e La question 11 implique

lp<1+e¢,

Mz

Ve>0, dM eN*tel que VmeN" m>2M =1-¢e<

T
A

et donc lim Zﬁk =1.
k=1

m—+o0o

Par suite, la série Zﬁk converge et a pour somme 1.
k>

e De plus, comme pour tout n € N*, P(W,, € kN*) € [0,1], on a

(= lim P(W,, € kN*) €[0,1].

+00
On a donc Zék =1 et,pour tout k e N*, £, >0 d’ou!
k=1

(Uk ) ken+ définit une loi de probabilité sur N*.

Q13. e Pour tout n, k € N*2,

n/k-1<|n/k| <n/k, donc%—%<lnnﬂ<%.
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1 1 1 El 1
Or lim — - — = —, donc, d’apres le théoreme des gendarmes, lim /K] = —, donc
ns+oo bk n k n—->+oo N k

lim P(W, € kN) = lim (L”RL]‘“J)2 -1

n—+oo n—+oo k2 '
e On a donc, pour tout k € N*,

P(W € kN*) = lim P(W,, € kN*) (propriété admise avec B = kN* c N*)
1

k2

= P(X € kN*) ou X suit une loi zéta de parametre 2 (d’apres la question 6)

(d’apres le premier point de cette réponse)

D’apres la seconde propriété admise, W et X suivent donc la méme loi de probabilité.
Ainsi :

‘W suit la loi zéta de parametre 2.‘

1 1

eOnaalorsti=P(W=1)=P(X=1)= — = ——.
1= PW=D=PX =D =55 " i@
Or, P(W =k) = lim P(W, =1) = lim P(U, AV, = 1).

Ainsi :

quand n tend vers +o0, la probabilité, quand on prend indépendamment deux nombres

au hasard dans [[1,n]] (loi uniforme) que ces deux nombres soient premiers entre eux,
1

C(Z) cul?ure 7'(2/6 - F

tend vers

Probleme 3 (extrait Mines PC 2021)

Q1. On suppose X (2) c R.

Par définition, X est d’espérance finie lorsque la famille (xP(X = x))l,E X(Q) est sommable c’est-a-dire

lorsque Y [#P(X = )| < +00 ou encore lorsque Y [z|P(X =) < +o0.
zeX(Q) zeX (Q)

Par le théoréme du transfert, |X| est d’espérance finie si et seulement si la famille (|z|P(X = x))ze X(@)

est sommable ¢’est-a-dire si et seulement si Y [|z|P(X = )| < +o0o ouencore Y |z|P(X =z) < +o0.
zeX () zeX ()
Ainsi, on en déduit I’équivalence demandée :

X est d’espérance finie si et seulement si | X| est d’espérance finie.

Remarquons que comme | X|(2) c [0,+00], on peut toujours calculer I'espérance de |X| et on a par
le théoreme du transfert :
E(X)= Y lalP(X =2).
e X (Q2)

Ainsi, | X| est d’espérance finie si et seulement si F(|X]|) < +oo.

Q2. On suppose que X est bornée c’est-a-dire qu’il existe un réel M >0 tel que P(|X|< M) = 1.
On a pour tout z € X(Q), |z|P(X =2) < MP(X =x).

Justifions cette inégalité.

Si |z| < M alors on a directement le résultat en multipliant par P(X = z) > 0.

Si |z| > M alors (X =z) c (|X]| = |z|) c (|X|> M) donc par croissance, 0 < P(X =xz) < P(|X|> M) et
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P(X|>M)=1-P(|X|<M)=0.

On en déduit que P(X =z) =0 donc I'inégalité est aussi vérifiée.

Onaalors E(|X])= Y |z|P(X=z)< ) MP(X=z)=M ) P(X=xz)=Mx1=M puisque
zeX () zeX (Q) zeX (Q)

((X = 2)gex(n) est un systeme (quasi-)complet d’événements.

On a donc E(|X]) < +00 donc X est d’espérance finie d’apres la question précédente.

’Si X est bornée alors X est d’espérance finie.

Q3. On a X () c Z donc | X|(Q2) c N.
Par le cours, on a alors E(|X[) = ) P(|X]>n).
n=1

1

Comme X vérifie Z,, on a P(|X|>n) = Yy 0 (—2) donc P(|X|2n) ~ 2
n n—+o0o n o n—-+oo n,

Comme pour tout n € N*, P(|X|>n) >0 et la série ) — diverge (série harmonique et o # 0), on en

nxz1
déduit par comparaison que la série Y P(|X|>n) diverge.

nxl

Ainsi, E(|X]) = 400 et donc par la question 1, on en déduit que :

‘X n’est pas d’espérance finie.

On sait par le cours que si X? est d’espérance finie alors X est d’espérance finie.
Par contraposée, on en déduit que :

‘X 2 n’est pas d’espérance ﬁnie.‘

Q4. Comme X est symétrique, on a —X ~ X donc en appliquant la fonction f, on a f(-X) ~ f(X).
Or, f est impaire donc on a f(-X) =-f(X)

(car pour tout w e €2, f(-X)(w) = f(=X(w)) = -f(X(w)) = - f(X)(w)).

On a donc —f(X) ~ f(X) donc | f(X) est symétrique.
Si f(X) est d’espérance finie, alors comme f(X) et —f(X) ont méme loi, elles ont la méme espérance
d’ou :

E(f(X))=E(-f(X))=-E(f(X)) par linéarité d’ou E(f(X)) =0.
Si f(X) est d’espérance finie alors E(f(X)) = 0.

Q5. Montrons que (-X,-Y") et (X,Y") ont la méme loi.
Comme X et Y sont symétriques, on a (-X)(2) = X(Q2) et (-Y)(2) =Y ().
Pour tout (z,y) € X(2) xY(Q2), on a :

P((-X=2)n(-Y =y))=P(-X =2) x P(-Y =y) (car -X et -Y sont indépendantes)
=P(X =x2)xP(Y =y) (car X et Y sont symétriques)
=P((X=2)n(Y =y)) (car X et Y sont indépendantes).

On en déduit que (-X,-Y) ~ (X,Y).

2
En appliquant la fonction w : (fb) : aﬂfb , on en déduit que u(-X,-Y)=-X-Y =-(X+Y)
et u(X,Y)=X+Y ont la méme loi.

Ainsi :

‘X +Y est Symétrique.‘
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Q6. Soit t € R.

On a |cos(tX)| < 1 (car pour tout w € Q, |cos(tX(w))| < 1) donc la variable aléatoire cos(tX) est
bornée. Par la question 2., on en déduit qu’elle est d’espérance finie donc E(cos(tX)) existe.

De plus, comme —1 < cos(tX) < 1, on a par croissance de Iespérance, E(-1) < E(cos(tX)) < E(1)
c’est-a-dire -1 < Py (t) < 1.

Ainsi :

la fonction ®y est bien définie et vérifie pour tout t € R, |Px(¢)| < 1.

Comme cos est paire, on a pour tout w € €2, cos(-tX (w)) = cos(tX (w)) donc cos(-tX) = cos(tX).
Ainsi, ®x(-t) = E(cos(-tX)) = E(cos(tX)) = ®x(t). Donc :

‘la fonction ®x est paire.‘

Q7.| Cas X(Q) fini

On a par le théoréme du transfert, pour tout t € R, ®x(t) = ) cos(tz)P(X =z) (somme finie).
e X ()

Comme pour tout z € X(2), t = cos(tx)P(X = x) est continue sur R, par somme (finie), la fonction

® x est continue sur R.

Cas X () dénombrable, X(Q) = {z,, n e N}

+ 00

On a par le théoréme du transfert, pour tout ¢ € R, ®x(¢) = Y cos(tz,)P(X =z,) (somme de série
n=0

absolument convergente).

Posons pour tout n € N, f, : t = cos(tz,)P(X = z,).

* Pour tout n e N, f,, est continue sur R.

* Soit n € N. On a pour tout ¢t € R, |f,,(¢)| < P(X =1,) (ne dépend pas de t).

Ainsi, P(X = z,) est un majorant de 'ensemble {|f,.(¢)|, t € R} et | f.|% est le plus petit des majo-

rants de cet ensemble donc 0 < | f, | < P(X =x,).

Comme la série Z P(X =x,) converge (par g-additivité), on en déduit par comparaison par inégalité

nz0
que la série Y | fu]% converge.
nz0
Ainsi, la série Z fn converge normalement donc uniformément sur R.
n0
Par le théoreme de continuité des sommes de séries de fonctions, on en déduit que :

‘la fonction ®x est continue sur R. ‘

Q8. « Soit neN. On a :
R,- Ry =P(X|2n)-P((|X|2n)n(|X|2n+1))=P((|X|2n)~(|X|2n+1))=P(|X|=n)

puisque | X| est a valeurs entieres.
Comme cos(t|X|) est bornée, cos(t|X|) est d’espérance finie. Comme |X|(£2) c N, par le théoréeme du
transfert :

+EZP(|X| =n)cos(tn) = E(cos(t|X|)) = E(cos(tX)) = Dx(1).

En effet, considérons w € 2.

Si X(w) 20 alors | X|(w) = X(w) donc cos(t|X|(w)) = cos(tX (w))

et si X(w) <0 alors | X|(w) = =X (w) donc cos(t|X|(w)) = cos(-tX (w)) = cos(tX (w)).
Ainsi, cos(t|X]) = cos(tX) d’ou E(cos(t|X])) = E(cos(tX)).

On en déduit que :

by (t) = Z(Rn - Ry41) cos(nt).
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« Montrons la convergence de la série Y R, cos(nt).
cos(nt)

1
Comme X vérifie la condition (Z,), on a R, cos(nt) = « +0 (—2) ((cos(nt))nen est bornée).
n

cos(nt)

On sait de plus par le résultat admis que la série Z

converge (car ¢ €]0,27[) et Y O (i)

2
n>1 n>1 n

converge par comparalson (car la série de Riemann Z ) est a termes pOSltlfS et converge puisque
n>1

2>1).

Par linéarité, on en déduit que la série Z R,, cos(nt) converge.
n
Comme la série » (R, — Ry.1)cos(nt) converge également, on obtient par linéarité que la série

n
Z R,.+1 cos(nt) converge aussi.

611 a alors :
+ 00 + 00 + 00 +00
Py (t) =) Rycos(nt) = Y Rysicos(nt) = Rycos(0) + > R, cos(nt) = Y Ry, cos((m - 1)t)
n=0 n=0 n=1 m=1

en posant m =n+ 1. Comme P(|X|>0) =1, on obtient :

Oy(t)=1+ i:Rn(cos(nt) —cos((n-1)t)).

a\
Q9. Pour tout n € N*, posons g, : t — (Rn - —) emnt,
n

Pour tout n € N*, g,, est continue sur R.

On a pour tout n € N* et pour tout ¢t € R, |g,(t)| = ‘Rn - Q‘ (ne dépend pas de t).
n

L « 1 - .
On en déduit que pour tout n € N*, |g,|%X =R, - —|=O|— | car X vérifie la condition (Z,).
b o0 2

n n
Par comparaison avec la série a termes positifs et convergente —, on obtient que la série IR
27 oo
n>1 n n>1
converge.
Ainsi, la série Z gn converge normalement donc uniformément sur R.
nx1

Par le théoréeme de continuité des sommes de séries de fonctions, on en déduit que la fonction

+00
Site ) (Rn - g) e™ est continue sur R et donc en particulier en 0 d’otl th%l S(t) = 5(0).
n=1 n —0*

, . +0oo o int +oo o
En d’autres termes, lim Z R,——]e™= Z R,——).
t=0* = n n

n=1

En notant C' le réel Z (Rn - g), on a donc :
n=1 n

ZO:O (Rn - g) e — (.

n=1

En considérant les parties réelles et imaginaires, on a donc puisque C' € R :

+o00 o oo N |
n; (Rn - 5) cos(nt) bt C et n; (Rn - E) sin(nt) — 0.
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Toutes les séries en jeu étant convergentes avec t €]0,27[, on a alors :

+00

ERH cos(nt) = ) (R - —) cos(nt) + « Z

n=1

cos(nt)

.t
:C+t%+(1)—aln(251n§)

—C+ o (1) - aln(2sm;) aln(t)
=C’+t_?0+(1)—ozln(t).

.t
: sin —
En effet, lim M =1 donc lim In 2 0.
t>0+ /2 t—0* t/2
R, t
On en déduit que lim L2 B cos(n ) —a d’ou :

t—>0* Int

i R, cos(nt) = t_()%ﬁ(ln(t)).

« sin(nt
De méme, comme les séries Z (Rn - —) sin(nt) et Z g convergent, on en déduit que :
n n

n#*l nx1
+00 + 00 +o00 . t
Y R,sin(nt) =) (Rn - g) sin(nt) +a ). sin(nt)
n=1 n=1 n=1
T—1
= t—>00+(1) + a—2
T
=5 ¥ t—>00+(1)'

Ainsi :

ZR smnt)——+ o (1).

t—0+

Q10. D’apres la question 8., on a :

Oy(t)=1+ Jio R, (cos(nt) - cos((n - 1)75)) =1+ Jio Rn(cos(nt) - cos(nt) cos(t) — sin(nt) sin(t))

n=1 n=1

=1+ (1-cos(t)) inn cos(nt) — sin(t) inn sin(nt)

(toutes les séries en jeu convergent).
+00
1- = :
On a (1-cos(t)) nz::l R,, cos(nt) t—?m(t)

2

En effet, 1 - cos(t) ~ t— et Jrzo:o R, cos(nt) = O (ln(t)) donc (1 - cos(t)) io R, cos(nt) = t—>00+(t2 In(t)).

Comme hm tln(t) =0, on en déduit que (1 —cos(t)) Z R, cos(nt) = 00+(t).

n=1
On a également sin(t) Z R, sin(nt) = —t +o ().
n=1
T T
En effet, on a sm(t) ~ t et Z R, sin(nt) Lo T car 7 # 0 donc sin(t) Z R, sm(nt) ~ 7t.

n=1 n=1

Ainsi :

yiye%
Ox(t)=1-"t+ o (1).
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. Ox(t) - Px(0) _ 7o Ox(t) - Px(0) | 7o

On + o (1) donc lim .
t t—>0+ t—>0* 71%4 2
Ainsi, ®x est dérivable a droite en 0 et ($x),(0) = -5

Comme ®x est paire d’apres la question 6., ®x est dérivable a gauche en 0 et ($x);(0) = %.

Comme (®x),(0) # (Px);(0), on en déduit que :

‘CID x n’est pas dérivable en O.‘

Q11. Soit teR. On a :
cos(t(X +Y)) = cos(tX) cos(tY) —sin(tX) sin(tY").

Les variables aléatoires cos(tX) et cos(tY) sont indépendantes (car X et Y le sont) et elles sont
d’espérance finie (d’apres 2. car elles sont bornées) donc leur produit est d’espérance finie et on a :

E(cos(tX)cos(tY)) = E(cos(tX))E(cos(tY)).

En raisonnant de méme avec sin(tX) et sin(tY’) puis en utilisant la linéarité de ’espérance, on en
déduit que :

E(cos(t(X +Y))) = E(cos(tX))E(cos(tY)) — E(sin(tX))E(sin(tY)).

Or, E(sin(tX)) = E(sin(tY’)) = 0 d’apres 4. car X et Y sont symétriques, x ~ sin(tz) est une fonction
impaire et sin(tX) et sin(tY’) sont d’espérance finie.
On en déduit que :

VEeR, Oy (t) = Oy (H)Dy ().

Q12. Notons S,, = ZXk'

k=1
Montrons par récurrence que pour tout n € N*, S, est symétrique et Vi € R, &g (t) = (@Xl(t))
Initialisation : cas n =1
S1 = X est symétrique et pour tout ¢t € R, &g, () = (CIDXl(t))l.
Hérédité : Soit n € N*. On suppose que S, est symétrique et Vi e R, &g (t) = (CDXl(t))
On a Sn+1 = Sn + Xn+1'
Les variables aléatoires S,, et X,,;1 sont symétriques et indépendantes (par le lemme des coalitions)
donc d’apres la question 5., 5,1 est symétrique et d’apres la question 11., on a pour tout t e R :

B, (1) = s, (D) Px,., () = (Do, (1)) Dy (£) = (D, (1))

car X,,,1 et X7 suivent la méme loi donc cos(¢X,,,1) et cos(tX7) aussi donc elles ont la méme espérance.
Conclusion : Pour tout n € N*| S, est symétrique et Vi e R, &g (t) = (@Xl(t))n.

n

n

1
On en déduit que pour tout n € N*, M, = —5,, est symétrique (pour tout = € M, (), P(M, =z) =
n
P(S, =nz) = P(S, =-nx) = P(M,, =-x)) et on a pour tout t € R :
t t

Dy, (t) = E(cos(tM,)) = FE (cos (%Sn)) =dg (E) = (@Xl (;))n

t n
Pour tout n € N*| M,, est symétrique et pour tout t € R, &y, (t) = ((I)Xl (—)) .
n

Q13. Soit t € R*.
Comme X est une variable aléatoire entiere symétrique et vérifiant (Z,), on a par la question 10 :

@Xl(—)zl——Jr 0 (—) car lim izO*.

n—>+o0o n,



Ainsi, d’apres la question 12 et par composition de développements limités a I'ordre 1, on a :

Oy (1) = exp (nln(<I>X1 (%))) = exp (nln(l - Qint + o (%)))

(-5 70 3)) o (-5 ).
=exp(n|-— =) =exp|-——
p on n—+oo \ 1, p 2 n—+00

t t
On en déduit que lir+n Oy (1) =exp (—%) = exp (—%H) par continuité de exp sur R.

Comme &, est paire d’apres la question 6, on a pour tout ¢ € R :

. . Tt malt
nl_l}fio D, (1) = nl_lgio Py, (—t) = exp (—%) = exp (—#)

Enfin pour ¢ =0, on a pour tout n € N*, &,, (0) =1 donc hﬂn @y, (0) =1=exp (_70;|O|)‘
Ainsi :

t
pour tout ¢ € R, lim Dy () =exp (—%H).

Q14. Notons ¢ :t exp( mm).
Pour tout n € N*, comme 2nm € R, on a :

Dy, (2n7) = p(2n7) = (P, (27))" — exp (-n7?a) = 1 - exp (-nm’a)

car X est a valeurs entiéres donc cos(27X;) = 1.
Or, lim (1 —eXp( nm a)) =1+0.
n—+o0
Or, pour tout n € N*, 0 <Py, (2n7) — o(2n7)| < | Pos, — ¢,
Si la suite (P, )nen+ convergeait uniformément vers ¢ sur R alors la suite (®yy, (2n7) — (2n7) ) pens
convergerait vers 0 par le théoreme des gendarmes.
On en déduit par 'absurde que :

la suite (P, Jnen+ ne converge pas uniformément vers ¢ sur R.

Probléeme 4 (extrait ENS PC 2018)

Partie 1

Q1. ¢ En identifiant M,,(R) et R”* un élement de M,,({~1,1}) est un n%-uplet d’éléments de {-1,1}.
D’ou :

Card(M,({~1,1})) = 2.

e (M, ({-1,1}) n’est-pas un sous-espace vectoriel de M,,(R) | car il ne contient pas Op,, (r)-

Q2. ¢ Notons A (aw)1<m<m X = (2i)1<icn €6 Y = (Yj)1<5<n-

Alors XTAY = Z Z x;a;;y; donc par inégalité triangulaire, on a :
i=1 j=1

XTAY| Z Z |ia; 5] = Z Z |]-|ai 5. lys] = Z Z 1=n’ (car x;,y;,a:; € {=1,1}).

i=1 j=1 i=1j5=1 i=1j=1
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Ainsi, S(A) c [-n?,n?].

De plus, XTAY est un entier (comme somme et produit d’entiers) d’ou :

S(A) c [-n%,n?].

e Pour tout (X,Y) € ({-1,1}")2, pour tout A e M, ({-1,1}), notons
E= {(Zaj) € Hlan]]2>$iai,jyj = 1}7 €= Card(E)a F= {(27]) € [[17n]]2axiai,jyj = _1}7 f = Card(F)

Alors il est clair que (E, F') forme une partition de [1,n]? donc e + f = n2.
De plus, XTAY =e— f donc on a XTAY =n? -2f.
On a donc S(A) c {n?-2f, fe€[1,n]?}, ce qui prouve bien I'inclusion stricte demandée (par exemple,

n2-1¢ S(A)).

S(A) ¢ [-n2%,n?].

e Enfin, si k€ S(A) alors il existe (X,Y) € ({-1,1}")2 tels que k= XTAY.

En prenant X' =-X € {-1,1}", on a X'TAY = -XTAY = -k donc -k € S(A).

Réciproquement, si —k € S(A) alors en appliquant ce qui précede, —(-k) = k € S(A), d’ou I'équiva-
lence.

Ainsi :

S(A) est un ensemble symétrique.

Q3. Soit A et B dans M,,({-1,1}) telles qu’il existe des matrices diagonales C' et D ne contenant
que des 1 et des -1 sur la diagonale, telles que B = CAD.

e Si ke S(B) alors il existe (X,Y) € ({-1,1}")? tels que k = XTBY.

Alors, en posant X’ = CX et Y’ = DY, X’ et Y’ sont dans {-1,1}" (car {-1,1} est stable par
multiplication) et

X'TAY' = (CX)TA(DY) = XTCTADY = XTCADY = X"BY =¥,
donc k € S(A).

eOna(C?=1et D?=1, donc C est son propre inverse, ainsi que D.
Comme B = CAD, on a donc CBD = A donc en reprenant le point précédent en inversant les rdles
de A et B, on obtient S(A) c S(B).

Par double inclusion, on a | S(A) = S(B).

Q4. Soit X = (z1,22) et Y = (y1,y2) deux éléments de {-1,1}2.

o Alors XTTY =x1y1 + 1Y + oY1 + Taya = (X1 + 22) (Y1 + ¥2).

Comme (x1 +x2) € {-2,0,2} et (y1 +y2) € {-2,0,2}, on a XTAY € {-4,0,4}.
Par suite, S(I) c {-4,0,4}.

De plus, pour X =(1,1) et Y =(1,1), XTIY =4 donc 4 € S(1).

Pour X =(-1,1) et Y =(1,1), XTIY =0 donc 0 € S(J).

Enfin, S(I) est un ensemble symétrique donc -4 € S(1).

Ainsi :
S(I) = {-4,0,4}.
° XTJY =T1Y1 t 1Yz + ToyY1 + —XoYs = (.fL’l + xg)(yl — yz) + 2x1y2 € {—6, —2, 2, 6}
——
e{-4,0,4} €{-2,2}

donc S(J) c{-6,-2,2,6} et comme on a aussi S(J) c [-4,4], on a S(J) c {-2,2}.
De plus, 2 € S(J) (en prenant X = (1,1) et Y =(1,1)), et donc -2 € S(J) (par symétrie).
Ainsi :

S(J) = {-2,2}.
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e En choisissant judicieusement C' et D, on peut, en effectuant le produit C'AD, multiplier les lignes
et les colonnes de A par 1 ou -1.

Par exemple, en prenant C' = diag(1,-1) et D = diag(-1, 1), on multiplie la deuxieme ligne de A et la
premiére colonne par —1 en calculant CAD. De plus, ces opérations laissent S(A) inchangé (d’apres
la question Q3.).

e | Les matrices avec 0, 2 ou 4 « un » s’obtiennent en partant de I et vérifient S(A) = S(I) = {-4,0,4}.

Par exemple, (_11 _11) = diag(-1,1)/diag(-1,1).

e | Les matrices avec 1 ou 3 « un » s’obtiennent en partant de J et vérifient S(A) = S(J) = {-2,2}.

Par exemple, _11 :1) = diag(1,-1)Jdiag(1,-1).
Q5.
(c) = (b)| Si A est de rang 1, alors toutes les colonnes de A, notées Ci, ..., C,, sont multiples de
Cl # 0.
-
Y1
En posant, pour tout i € [1,n], C; =y;C;,ona A=Cy| * | =XYT.
Yn

De plus, X =C} € {-1,1}" car A e M, ({-1,1}) et pour tout i € [1,n], y; = a1,;/a11 € {-1,1},
donc Y e {-1,1}".
On a bien (c¢) = (b).

(b) = (a)| Si A=XYT avec (X,Y) e ({-1,1}")2, alors

XTAY = XT(XYN)Y = (X" X)(YTY) =nxn=n?e S(A).

(a) = (c)| Sin?eS(A), alors il existe X = (z;) et Y = (y;) € {-1,1}" tels que

n2 = XTAY = i Zn: Qi ;Yj.

i1 j=1
Or, pour tout (4,7) € [1,n]?, z;a;;y; € {-1,1}. On en déduit que :
V(i,7) € [1,n]? ziai ;= 1

(somme de n? termes, chaque terme valant au plus 1).
Par suite, comme x;,a;;,y; € {-1,1}, on a, pour tout (7,7) € [1,n]]?, z;y; = a; ;.

T a1,
On a donc, pour tout je[[1,n]], y;| : | =] :
Tn an7j
L1
Par suite, toutes les colonnes de A sont multiples de | : |, donc A est de rang inférieur ou
xTL
égal a 1.
Comme de plus A # 0, rang(A) > 1, et on a donc rang(A) = 1.

Ainsi :

(a) < (b) < (c).

Q6. Une matrice A de M,,({-1,1}) vérifiant n? € S(A) est de rang 1, et s’obtient donc
— en choisissant les coefficients de la premiere colonne : 2" choix
— en choisissant ensuite, pour les colonnes 2 a n, le coefficient (dans {-1,1}) multiplicateur
permettant de passer de C a C; : 2 choix a chaque fois.
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Cette construction permet d’obtenir une et une seule fois chaque matrice A de M,,({-1,1}) vérifiant
n?eS(A).

On a donc par principe multiplicatif, 22~! matrices dans ce cas et donc la proportion est :

221’1—1 B 1 _ 1
on? - on?-2n+1 B 2(n-1)2"

Partie 11

Q7. Soit A e R.
U1(Q2) = {-1,1} est un ensemble fini donc d’apres le théoréme de transfert, erV1 est d’espérance finie
et on a :

E[e ] =e?P(Uy=-1)+e*P(U; =1) = %(e‘A +et) =ch(\).

En utilisant les développements en série entiere des fonctions ch et exp, on obtient :

+00 1

ch(X e )yt
(N) = Z ¢ (2n)! 7;) 2nn!
Or, on a pour tout n € N*, (2n)! =n!l(n+1)...(2n) 2 n!2" >0 (produit de n termes supérieurs a 2)
2n A
donc comme A?" >0, on a —— et 'inégalité est vraie aussi en n = 0.

(Zn)! 2nn!
Par somme, on obtient ch(\) < eX*/2.
D’ou par croissance de la fonction In sur R? :

©(A) =In(E[eM1]) < )\;

Q8. Soit ¢t € R. Pour tout A > 0, on a (Sg 2 t) = (eM* > eM) (car pour tout w € Q, Sp(w) >t si et
seulement si e?k(@) > eM car la fonction x — e est strictement croissante sur R) donc :

P(S2t) = P(eM* > eM).

n

Or, ek = H eMVi est d’espérance finie comme produit de variables indépendantes d’espérances finies
i=1

et

=N

Ask H Ele ﬁ PN = che(N)

i=1 i=1
Donc, d’apres I'inégalité de Markov appliqué a e*% (variable a valeurs positives) et e’ >0, on a :

E[e*%]
o

d’ou :

P(Sk >t) <exp(kp(A) - At).
Q9. Pour tout ¢ > 0, pour tout A >0,

P(S; >t) <exp(kp(N) = M) € exp(k— - At) (d’apres Q7 et par croissance de ’exponentielle)

t
En prenant \ = z > (0, on obtient :

P(Si>t) <exp (k(t/§)2 - (t/k:)t) = eXP( ;Z)
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t2
Pour tout ¢ >0, P(Sg >t) < exp (_ﬂ) )

Q10. Comme C' suit une loi uniforme et Card(M,,({-1,1})) = 27°,
— pour tout Ae M, ({-1,1}), P(C=A) = 2_127
Card(E)

— pour toute partie E de M, ({-1,1}), P(C € E) = —
o Il est clair que chacune des variables z;y;C; ; est a valeurs dans {-1,1} car {-1,1} est stable par
produit, et que ces variables sont au nombre de n?2.

e Pour tout (i,j) € [1,n]?, on a :
P(ZEiiji,j = ].) = P(Oi’j = ZEZy])

Or, {C e M,({~1,1}),C;; = z;y;} est de cardinal 27*~1 (car cela correspond au choix d'un (n2 - 1)-
uplet d’éléments de {-1,1}), donc :

2n271
P(%iij'i,j = 1) = W = 1/2 et P(a:iiji,j = —1) =1- P(.’lj’iijiJ' = 1) = 1/2
Ces variables suivent donc bien une loi uniforme sur {-1,1}.
e Pour toute famille (@ ;)1<i j<n € {—1, 1

[ P(zwy;Cij=aij)= ] 1/2= 1/2712

1<i,5<n 1<i,j<n

n2
P( m (xl-ijZ-J = ai,j)) = P( ﬂ (Ci,j = Ozmxiyj)) = P(C = A) = 1/2
1<i,j<n 1<i,j<n
ou A= (Oéi,j$iyj)1<i,j<n-
On a bien
P( M (ziy;Cij =0¢m‘)) = [I P(ziy;Cij = aiy)
1<%,5<n 1<t,7<n
d’ou I'indépendance.
Ainsi :

(z:9;Ci.j)1<ij<n est une famille de n? variables aléatoires a valeurs dans {-1,1},
indépendantes et de loi uniforme.

Q11. ¢ Remarquons déja que I'inégalité montrée en Q9 est encore valable pour ¢ = 0 car une proba-
bilité est toujours inférieure ou égale a 1.
e Pour tout ¢ > 0, pour tout w € (2,

M(C(w)) > tn¥? < 3(X,Y) € ({-1, 112, XTOW)Y > tn2,
donc

(M(C) > tn3/?) = U (XTCY > tn?).
(XY)e({-1,1}m)2

Par suite, par sous-additivité d’une probabilité,

P(M(C) > tn’?) = P( U (XTCY > m3/2)) < > P(XTCY > tn®?).
(XY)e({-1,1}7)2 (XY)e({-1,1}7)2
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e Or, pour tout (X,Y) e ({-1,1}")? fixé, X' CY = > z;4;C;;, ou les variables (z;4;C;;)1<i j<n
1<i,5<n

sont a valeurs dans {-1,1}, indépendantes et de loi uniforme.
D’otu, d’apres l'inégalité de Hoeffding,

(tn312)? 2n
PXTCY >tn**) =P > 29,Ci; > tn®* | <exp (— 52 | = exXP (—7)

1<t,5<n >0
e En réinjectant ce résultat dans I'inégalité obtenue au deuxieme point, on obtient :

P(M(C) > tn?/?) < > P(XTCY > tn®?)
(XY)e({-1,1}7)2

t?n
< PR
(X,Y)e({-1,137)
2n t*n ) N 92n
= 27" exp 5 (somme d’une constante, a 2°" termes)

= exp (2n1n(2) - 152771) = exp (— (g - 21n2)n).

t2
Pour tout t > 0, P(M(C) > tn3/?) < exp (— (5 - 2ln2) n) .

Q12. Soit n € N*. Pour tout € > 0,
P(M(C) > (2VIn2+2)n*?) < P(M(C) > (2VIn2 + £)n*?)
\/ 2
Sexp(— (W —21n2)n)

(d’apres Q11 avec t =2VIn2+¢ > 0)
2

2
= exp (— (25 In2+ %)n) <1 (car —(25\/1n2+ %)n <0)
donc  P(M(C) < (2VIn2+¢)n?) > 0.

Il existe donc w € Q tel que M(C(w)) < (2VIn2 +g)n?3/2.
Par définition de M(n) et comme M (C(w)) € M,,({-1,1}), on en déduit que :

M(n) < M(C(w)) < 2VIn2 + )n™”.

Ceci étant valable pour tout € > 0, en faisant tendre € vers 0, on obtient donc bien :

M(n) <2VIn2n32.
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