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ESPACES VECTORIELS NORMES

Cours (Deuxiéme partie)

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

Soit (E,|.|g) et (F,|.|r) deux K-espaces vectoriels normés.

On s’intéresse dans ce chapitre aux applications définies sur une partie A de F (non vide) a valeurs
dans F'.

I. CONTINUITE D’UNE APPLICATION ENTRE ESPACES VECTORIELS NORMES

A. DEFINITIONS

—{ Définition 1 }

Soit f:AcE—> F.

» Soit a € A. On dit que f est continue au point a lorsque :
Ve >0, 3n >0 tel que VYo € A vérifiant |z —alg <n, ona | f(z) - f(a)|r <e.

» On dit que f est continue sur A lorsque f est continue en tout point de A.

Si les espaces vectoriels F et F' sont de dimension finie alors la notion de continuité ne dépend pas
des normes choisies en raison de 1’équivalence des normes.

B. PROPRIETES

— Proposition 2 (Caractérisation séquentielle)

Soit f: Ac E - F. Soit a € A.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est continue au point a

(ii) pour toute suite (uy, )neny d’éléments de A telle que lim w, = a, on a lim fu,) = f(a)

n—+oo

— Proposition 3 (Opérations)

» Soit f:A—>Fetg:A— F.Soit aeA.

Si f et g sont continues en a alors pour tout A € K, \f + g est continue en a.
» Soit f:A->Ketg:A— F. Soit a € A.

Si f et g sont continues en a alors fg est continue en a.

» Soit f:AcE—>Fetg:f(A)—~ G. Soit a € A.
Si f est continue en a et g est continue en f(a) alors go f est continue en a.




» On peut remplacer « en a » par « sur A ».
Composition : si f est continue sur A et g est continue sur f(A) alors go f est continue sur A.

» L’ensemble des fonctions continues de A dans F', noté ¢’ (A, F'), est un K-espace vectoriel.

— Proposition 4 (Fonctions coordonnées)

Soit f: Ac E - F. Soit a € A.
On suppose que F' est de dimension finie p € N*. Soit % une base de F.
fi(z)
fo(z)

fp(2)
La fonction f est continue en a (resp. sur A) si et seulement si toutes ses fonctions coor-
données fi,..., f, sont continues en a (resp. sur A).

Pour tout x € A, on note le vecteur-colonne des coordonnées de f(x) dans Z.

C. EXEMPLES FONDAMENTAUX

1. FONCTIONS POLYNOMIALES

—{ Définition 5 }

On suppose que E est de dimension finie p € N*. Soit Z une base de E.
T
Pour tout x € E, on note | : | le vecteur-colonne de ses coordonnées dans la base %.

Lp

K

a2

» On appelle fonction monome sur E toute application du type oy
xr g

Qp
Ty
ou (ai,...,ap) € NP,
» On appelle fonction polynomiale sur E toute combinaison linéaire de fonctions mo-
nomes.

— Proposition 6

Toute fonction polynomiale sur E est continue sur E.

Exemple 1 : Montrer que les fonctions suivantes sont continues.

Rn — R
1. N:
{ (xh”"xn) — ||(171,...,l'n)||2
R2 — RS
2. f: Ty
(z,y) ~— (xQ—?JQ‘?x?Jv‘xuy‘zu’x)

| A(C) — C
3. tr.{ W s te(M)



2. APPLICATIONS LIPSCHITZIENNES

—{ Définition 7 }

Soit f: Ac E— F. Soit ke R,.
On dit que f est k-lipschitzienne sur A lorsque pour tout (z,y) € A%, on a :

|£(x) = f(W)lr <klz-yle

Cas particulier important : Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I & valeurs dans K, dont
la dérivée est bornée sur I, alors f est lipschitzienne sur I.

En effet, il existe M € R, tel que pour tout = € I, |f'(z)| < M et donc par I'inégalité des accroissements
finis, on a pour tout (x,y) € I%, |f(z) - f(y)| < M|z —y|.

Proposition 8

Toute fonction lipschitzienne sur A est continue sur A.

- R

est continue sur F.
— |z]e

Ezemple 2 : Montrer que I'application

3. APPLICATIONS LINEAIRES ET MULTILINEAIRES

—{ Théoréme 9 }

Si f: E — F est une application linéaire avec E de dimension finie alors f est continue
sur .

—{ Définition 10 }

p

L’application f : HEj — F' est dite multilinéaire ou p-linéaire lorsque f est linéaire par
j=1

rapport a chacune de ses variables c’est-a-dire :

E, - F
Vie[l,pl, V(z1,...,Tic1, Tiz1s .., Tp) € E, est linéaire.
[1,p], ¥( " ) 11;1.@ Doy e f(my e Ty e, )
j#i
—{ Théoreme 11 }

D

Sif: H E; - F est une application multilinéaire avec F1, ..., E, de dimension finie alors
j=1
’ p

f est continue sur H E;.

J=1




Ezxemples importants :

» Déterminant : Soit E un K-espace vectoriel de dimension p et % une base de F.
Er - K

L’application
pp (u1,...,up) > detg(ug,...,up,

) est continue sur EP (car multilinéaire).

»  Produit matriciel :
//[;n,q(K) x ///qm(K) g '///r(K)

(M, N) o AN est continue sur My o(K) x M, (K) (car

L’application

bilinéaire).

Ezemple 3 :

1. Soit A € #,(K). Montrer que les applications suivantes sont continues.

%n,l(K) - %n,l(K) %n,l(K)X n,l(K) —> K ot %n,l(K) g K
X -  AX (X,Y) > XTAY X o XTAX

sont continues.

2. Soit (M,,)nen une suite de .#,(K) qui converge vers M et (IV,,)neny une suite de ., (K) qui
converge vers V.

Montrer que lim M,N, = M N.

n—>+00

Soit P € GL,(K). Montrer que lim PM,P™'=PMP™"

n—+oo

II. TOPOLOGIE D’UN ESPACE VECTORIEL NORME

Dans ce paragraphe, (E, |.||) est un K-espace vectoriel normé.

A. SOUS-ENSEMBLES REMARQUABLES D’UN ESPACE VECTORIEL NORME

1. BOULES ET SPHERES

—{ Définition 12 }

Soit ae E et reR,.

» On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r et on note B,(a,r) 'ensemble :
B,(a,r) ={ueFE tel que |u—al <r}.

» On appelle boule fermée de centre a et de rayon r et on note By(a,r) I'ensemble :
Bs(a,r) ={ue E tel que |u-a| <r}.

» On appelle sphére de centre a et de rayon r et on note S(a,r) 'ensemble :

S(a,r) ={ue E tel que |u—-al =7}.

B,(0g, 1) est la boule unité ouverte, Bf(0g, 1) la boule unité fermée et S(0g, 1) la sphére unité.

Ezxemple 4 :
1. Dans (R,|.|), déterminer B,(a,r), Bf(a,r) et S(a,r).
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2. Représenter graphiquement la boule unité ouverte, la boule unité fermé et la sphere unité de
R?2 pour les normes |.||2, ||| €t |1

2. PARTIES BORNEES ET FONCTIONS BORNEES

— Définition 13|

Soit A une partie de F.
On dit que A est bornée pour la norme |.| lorsque A est incluse dans une boule fermée de
centre Og, c’est-a-dire lorsqu’il existe r € R, tel que pour tout a € A, on a |a| < r.

Nlustration dans R? muni de la norme |||z :

\]

(0,0)

» Attention a 'ordre des quantificateurs. Le réel r doit étre le méme pour tous les vecteurs de A.
» Une partie A n’est pas bornée si et seulement s’il existe une suite (a,)ney d’éléments de A
telle que lim |a,| = +oo.
n—>+00

» En dimension finie, la notion de partie bornée ne dépend pas de la norme utilisée en raison
de I’équivalence des normes.

Ezxemple 5 :
1. Montrer que A = {(x,y) € R?, 22 + y?> + xy < 1} est une partie bornée de R2.
2. Montrer que B = {(z,y) € R?, 2 —y? = 1} n’est pas une partie bornée de R2.

— Proposition 14

Les boules et les spheres sont des parties bornées.

—{ Définition 15 }

Soit f:AcE— F.
On dit que f est bornée sur A lorsqu’il existe r € R, tel que pour tout z € A, ||f(z)|r < 7.

» La fonction f est bornée si et seulement si f(A) = {f(z), z € A} est une partie bornée de F.

» Si F est de dimension finie, cette notion ne dépend pas de la norme utilisée sur F.
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3. PARTIES CONVEXES

Définition 16 |

Soit A une partie de F.
On dit que A est conveze lorsque pour tout (u,v) € A%, pour tout t € [0,1], tu+(1-t)v € A.

Cela signifie que pour tout couple (u,v) de vecteurs de A, le segment [u, v] est inclus dans A.

Illustration dans R? :

Partie convexe Partie non convezxe

\]

\]

Ezxemple : Les intervalles sont les parties convexes de R.

Ezemple 6 : Soit f:R — R une fonction convexe.
Montrer que A = {(z,y) €e R?, y > f(x)} est une partie convexe.

Proposition 17

Les boules sont des parties convexes.

B. ToPOLOGIE

Les notions présentées dans ce paragraphe sont invariantes par passage a une norme équivalente.
Par conséquent, si E est un espace vectoriel normé de dimension finie alors ces notions ne dépendent
pas de la norme utilisée sur E puisque toutes les normes sur E sont équivalentes.



1. POINT INTERIEUR, OUVERT, FERME

—{ Définition 18 }

Soit A une partie de F.

» Soit a € E. On dit que a est un point intérieur a A lorsque :

3r >0 tel que B,(a,r) c A.

» On dit que A est une partie ouverte de E ou un ouvert de E lorsque tout point de
A est un point intérieur a A c’est-a-dire :

Vae A, Ir >0 tel que B,(a,r) c A.

» On dit que A est une partie fermée de E ou un fermé de E lorsque E N A est un
ouvert de F.

Bien noter l'ordre des quantificateurs dans la définition d’un ouvert. Le réel r dépend de a.

Hllustration dans R? muni de la norme |.|2 :

(0,0)

N

Y

La partie représentée ci-dessus est ouverte si et seulement si elle ne contient pas son bord.
La partie représentée ci-dessus est fermée si et seulement si elle contient son bord.

Ezemples : Les intervalles ouverts de R sont ceux du type Ja,b[ avec a et b tels que —oo < a < b < +o0
et les intervalles fermés de R sont ceux du type [a,b], [a,+oo[, | = 00,b], | — 00, +o0[ et @& avec a et b
réels tels que a < b.

Soit A une partie de E. On a les équivalences :

[A est un fermé < F \ A est un ouvert] , [A est un ouvert < E \ A est un fermé]

Mais attention, « fermé » n’est pas le contraire de « ouvert ».
Les ensembles F et @ sont a la fois ouverts et fermés. L’ensemble [0, 1[ n’est ni ouvert, ni fermé.

— Proposition 19

» Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.
Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.

» Une réunion finie de fermés est un fermé.
Une intersection quelconque de fermés est un fermé.




2. POINT ADHERENT, ADHERENCE, PARTIE DENSE

—{ Définition 20 }

Soit A une partie de F.
» Soit z € E. On dit que x est un point adhérent a A lorsque :

Ve >0, Jae A tel que |z -al <e.

» On appelle adhérence de A et on note A 'ensemble des points adhérents & A.

» La partie A est dite dense dans E lorsque A = E.

» Le point z est adhérent & A si et seulement si pour tout & >0, B,(z,e)n A+ 2.
» On a toujours Ac Ac E.

— Proposition 21

Soit A une partie de F. _
A est un fermé de F si et seulement si A = A.

— Proposition 22 (Caractérisations séquentielles)

Soit A une partie de F.

» Soit z e E.
x est un point adhérent & A si et seulement s’il existe une suite (uy,)ney d’éléments
de A qui converge vers x.

» A est un fermé de E si et seulement si pour toute suite (uy, )y d’éléments de A qui
converge vers £ € F alors { € A.

» A est dense dans E si et seulement si pour tout z € E, il existe une suite (uy,)ney
d’éléments de A qui converge vers .

Exemple 7 :
1. Déterminer I'adhérence de [0, 1].
2. Prouver que [-3,+0co[ est un fermé de R.

3. Prouver que {(z,y) € R2, =2z +¢e¥ > 0} un ouvert de R2.

Proposition 23

» Les boules ouvertes sont des ouverts.

» Les boules fermées et les spheres sont des fermés.

En particulier, les singletons {a} = Bf(a,0) pour a € E, sont des fermés.



Ezemple 8 : Soit n > 2.

1. Montrer que .7, (R) (sous-ensemble des matrices symétriques) et «7,(R) (sous-ensemble des
matrices antisymétriques) sont des fermés de ., (R).

2. Soit A € 7,(R). Montrer que si la suite (AP),s converge alors sa limite est 0,, (on pourra
considérer les suites extraites (A%),so et (A2P™1),50).

—{ Théoréme 24 }

Soit f: E — F. On suppose que f est continue sur F.
» Si A est un ouvert de F alors f~1(A) ={x e E, f(z) € A} est un ouvert de E.
» Si A est un fermé de F alors f~1(A) ={x e E, f(x) € A} est un fermé de E.

En particulier, si f: E - R est continue sur E alors :
» lensemble {z € E, f(z) >0} est un ouvert,
» les ensembles {x € E, f(x) =0} et {x € E, f(x) >0} sont des fermés.

FExemple 10 :

1. Soit (a,b) € R? avec a < b.
Montrer que ]a,+oo[ et ]a,b[ sont des ouverts de R.
Montrer que ]| - o0, b] et [a,b] sont des fermés de R.

2. Montrer que I’ensemble {(z,y) € R?, ze¥ < z + 3yz® < 2y} est un fermé de R2.

3. Soit n € N*. Un vecteur X de ., 1(R) est dit positif lorsque toutes ses composantes x; sont
positives ou nulles. On note alors X > 0.
Montrer que E = {X € #,1(R) | X >0} est un fermé de .7, 1(R).

3. THEOREME DES BORNES ATTEINTES

—{ Théoréme 25 }

Soit f:Ac E - R.
Si f est une fonction continue sur A et si A est une partie non vide, fermée et bornée de E
avec E de dimension finie alors f est bornée et atteint ses bornes c’est-a-dire :

A(a,b) e A%, Vo e A, f(a) < f(x) < f(b).

C’est une généralisation du théoreme connu pour les fonctions continues sur un segment (théoréme
des bornes ou théoréme de Weierstrass).

Notons que 'on a dans ce cas f(a) = min{f(z),z € A} et f(b) = max{f(z),z € A}. On pensera
notamment a utiliser ce résultat lorsqu’il faut justifier I'existence d’'un minimum ou d’un maximum
(ou méme d’une borne inférieure ou d’une borne supérieure).

Ezxemple 11 : Norme subordonnée

Soit (E,|.|g) et (F,|.|r) deux espaces vectoriels normés avec E de dimension finie.
Soit fe Z(E,F). On pose ||f| =Sup{|f(x)|r, x € E tel que |z|g =1}.

Montrer que | f| est bien définie et qu'il existe xo € E unitaire tel que | f|| = ||f(zo)|#-
On peut montrer que Uapplication [~ || f| est une norme sur £ (E,F).



III. LIMITE EN UN POINT D’UNE APPLICATION ENTRE ESPACES VECTORIELS
NORMES

A. DEFINITION

— Définition 26 |

Soit f: Ac E — F. Soit a un point adhérent a A. Soit £ € F'.
On dit que f admet pour limite £ au point a lorsque :

Ve >0, In >0 tel que Vo € A vérifiant |z —a|g <n, ona ||f(z)-{|r<e

On note alors }ClIIalL f(x)=¢.

» Si les espaces vectoriels E et F' sont de dimension finie alors I'existence et la valeur de la limite
ne dépendent pas des normes choisies.

» Cas particulier a € A : Si lim f(z) = ¢ alors nécessairement, ¢ = f(a).
Cela correspond a la notion de continuité de f en a (étudiée dans le paragraphe 1.)
» Noter I'équivalence : lim f(z) =¢ < lim|f(z)-¢|F =0.

» Pour tout a € E, on a lim |z —a|g =0.
r—a

B. PROPRIETES

— Proposition 27 (Théoréme d’encadrement)

Soit A une partie de F et a un point adhérent a A. Soit £ € R.

Soit f, g et h trois applications de A dans R.

On suppose que pour tout z € A, f(x) < g(x) <h(zx) et f et h ont pour limite ¢ au point a.
Alors g a pour limite ¢ au point a.

Ezemple 12 : On se place sur R® muni du produit scalaire canonique.
Soit (u,v) € R® x R®. Montrer que lim (u, x) = (u,v).

— Théoréme 28 (Caractérisation séquentielle)

Soit f: Ac E - F. Soit a un point adhérent a A.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) lim f(x)="¢

(ii) pour toute suite (uy,)neny d’éléments de A telle que lim w, =a, on a lim f(u,) ="~
n—>+00

n—+oo

» Si 'on trouve une suite (u,)neny d’éléments de A telle que lim u, = a mais (f(un))nEN ne
n—>+00

converge pas vers £ alors f n’a pas pour limite ¢ au point a.

» Sil’on trouve deux suites (U, )nen €t (U )neny d’éléments de A telles que lim u, = aet lim v, =a

mais ( f (un))neN et ( f (Un))n€N convergent vers deux limites différentes alors f n’a pas de limite
au point a.
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Application a Uétude de limites / de la continuité des fonctions de plusieurs variables :

Ezemple 13 : Soit f et g les fonctions définies sur R? par :

Yy +y* -y
flz,y) = 22 + 42 si (2,9) # (0,0) et gz, y) = m si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) =(0,0) 0 si (z,y) = (0,0)

Etudier la continuité des fonctions f et g.

2 .Z'Zy

Ezxemple 14 : Pour tout (x,y) € R2x {(0,0)}, on pose p(z,y) = et Y(x,y) =

74+ 2 22+ 42

Etudier la limite de ¢ et ¢ au point (0,0).

— Proposition 29 (Opérations algébriques sur les limites)

Soit A une partie de E et a un point adhérent a A.
» Soit f:A—>Fetg:A—F.
Si lim f(z) = ¢; et lim g(x) = 5 alors pour tout A € K, im(Af(z) + g(x)) = Ay + Lo
» Soit f:A->Ketg:A—>F.
Si }Cim f(x)=Xet }Cimg(z) = ( alors im; f(x)g(x) = AL

— Proposition 30 (Composition)

Soit f:AcE—Fetg:f(A)->QG.
Soit a un point adhérent a A.

» Silim f(x) = b alors b est un point adhérent a f(A).

r—a

» Silimf(z)=0bet lirrl}g(y) = c alors lim(g o f)(z) = c.
r—a Yy—> r—a

C. CAS OU F EST DE DIMENSION FINIE

— Proposition 31 (Fonctions coordonnées)

Soit f: Ac E - F et a un point adhérent a A.
On suppose que F' est de dimension finie p € N*. Soit & = (e, ..., e,) une base de F'.

fi(z)
Pour tout x € A, on note fz(:l') le vecteur-colonne des coordonnées de f(z) dans A.
fo()
La fonction f admet une limite en a si et seulement si toutes ses fonctions coordonnées
fi,..., fp ont une limite en a.

p
Dans ce cas, on a lim f(x) = Z(lim fk(x))ek.
r—a k=1 xr—a

. 1
Ezemple 15 : Soit f la fonction définie sur R* par Vo e R*, f(z) = (Smﬁ, C;)Sl’)‘
x x

Etudier la limite de f en 0.
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D. EXTENSION DE LA NOTION DE LIMITE

—{ Définition 32 }

» Soit f: Ac EF— R. Soit a un point adhérent a A.
On dit que f admet pour limite +oo (respectivement —oo) au point a lorsque :

VM >0, 3n >0 tel que Vx € A vérifiant ||z —a|g <7, on a f(x) > M
(resp. VM <0, 3 > 0 tel que Yz € A vérifiant |z —a|g <7, on a f(z) < M)
On note alors lim f(x) = +o0 (resp. lim f(x) = —o0).

» Soit f: AcR — F avec A non majorée (respectivement non minorée). Soit ¢ € F'.
On dit que f admet pour limite { en +oo (respectivement —oo ) lorsque :

Ve >0, dM > 0 tel que Vx € A vérifiant = > M, on a | f(z) - {|r <e
(resp. Ve >0, AM <0 tel que Vx € A vérifiant z < M, on a | f(z) - {|r <e)

On note alors lim f(x) =10 (vesp. lim f(x)=1{).

Les opérations sur les limites, la caractérisation séquentielle et le cas ou F' est de dimension finie
s’adaptent naturellement a ces situations.

Noter la différence entre lim f(n) =/ (limite de suite) et lim f(z) = ¢ (limite de fonction).
N—>+00 T—>+00
Siona lim f(z)=/¢alors on a lim f(n) =/ (caractérisation séquentielle, sens composition) mais
T—+00 n—+oo
la réciproque n’est pas vraie en général.

Par contre, si I'on sait que f admet une limite lorsque x tend vers +oo (par exemple parce que c’est
une fonction monotone au voisinage de +o0) et qu'on a lim f(n) =/ alors on a lim f(z) =¢.
n—>+0o T—>+oo
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