Mathématiques 2 Un corrigé Mines-Ponts MP 2023

Fonction de Wallis

1 Calcul de o(1)

1 > On note D 'ensemble de définition de o.

l’k
= o T

Méthode 1 : Soit x € R\ [—1,1], on a par croissance comparée :
k—4o00

donc la série Z dlverge grossiérement d’ou D C [—1,1].
k>1
ok
Par ailleurs, pour k£ € N* la fonction x — 72 est continues sur U'intervalle [—1, 1] (i).

k
x ; 1
72 < —5 et la série g 72 converge selon ce cher Georges.

De plus Vo € [—1,1], 12
k>1

k
Ainsi la série de fonctions Z (x — k2> converge normalement donc uniformément sur [—1,1].
k=1

Méthode 2 : o est la somme d’une série entiére de la forme Z kP2* avec p = —2 € R. Le rayon de conver-

gence vaut donc 1. On a donc
|]—-1,1[c D C [-1,1]

et o est continue sur l'intervalle ouvert de convergence | — 1, 1] car C* sur icelui. Comme 2 > 1,

1* 1 —1)*

les séries Z 2= Z 72 et Z ( k2) convergent absolument selon Riemann donc convergent.
k>1 k>1 k>1

Ainsi D = [—1, 1] et selon le lemme d’Abel radial, on a alors

400 k 400 1k
lim o(x) = lim Z = =i o(1)

—1- —1-
x x =1

Ainsi o est continue en 1 et ¢’est analogue en —1.

Conclusion : ’le domaine de définition de o est [—1,1] et o est continue sur icelui‘

2> Soit aet B €R. On note P = aX? + BX. Ainsi P/ = 2aX + 8 et P = 2a.
Soit n € N*. Par intégrations par parties successives (avec des fonctions de classe C'), on a

/O " P (1) cos(nt)dt {P(t)sm(”ﬂ T /0 e St gy g {P’(t)cos(gnt)} o /O P COS(? Dat

n t=0 n > 3 !
or /“ P’ (¢ )Cos(nt>d — [ Sin(;lt)]t:” et {P’(t)cos(nt)y:ﬁ ) (_an/(? oo o
0 n? n t=0 n - -
| (et 1) cosuayar = CHCETEEAZE

1
En prenant = —1 et a = 5o ona (—1)" (2ra+ p) — = 1. Ainsi
T

Vn € N* /7r ﬁ—t cos( t)dt—i
" "o \2rm = e
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Soit ¢ €]0,]. On a donc t/2 €]0,7/2] et ainsi sin (§) # 0 et les termes de I'égalité existent bien.
Montrons 1’égalité par récurrence sur n € N.

0 sin () 1
L’initialisation est triviale car Z cos(kt) =0 = —~~ — ~.
P 2sin (5) 2
Pour ’hérédité, on considére n € N tel que I'égalité soit vraie au rang n. On a donc :
ey Sin((%;l)t) 1 sin (n+ 1)t — L) +2sin ({) cos((n+1)t) 1
Zcos(kt):.715—*+cos((n+1)t): ( )= 3) — (2) cos (( ) 1
— 2sin (5) 2 2sin (5) 2

Orsin ((n+ 1)t — §) = sin ((n + 1)t) cos (§) — cos ((n + 1)t)) sin (%) donc

sin <(n ) — ;) +2sin (;) cos ((n+ 1)) = sin ((n + 1)¢) cos <;>+Sm (;) cos ((n + 1)t) = sin <(n 1)+ ;)

On a donc I’égalité au rang n + 1 :

cos(kt) = ———F> — o
P 2sin (5) 2
On peut donc conclure que la propriété est vraie pour tout n € N et comme N* C N, on a bien
Zn: sin <(2n2+l)t) )
Vn € N, cos(kt) = ————> — 3
P 2sin (5) 2

Comme cos(kt) = Re (eikt), on aurait pu utiliser une somme géométrique de raison et # 1 car t €]0, 7).
—cos(xt)

3 > On effectue une intégration par parties avec les fonctions de classe C! : ¢ et t —
x

©(0) — () cos(mz) + /07r ¢ (t) cos(zt)dt

x

[ ettsintatyac = [on =] :0 o [ et -

T

|p(0)] + [p() cos(mz)| +

/07T ¢ (t) cos(xt)dt‘

Ainsi donc

x

/0 " o) sin(azt)dt‘ <

™

\MW+WWWK%WM+/H¢@H®WWM M@NHM@H/Wd@Nt

™
t)sin(at)dt| < 0 < 0
[ etwsinGanar . .

o)+ ot + [ 1)

or 0,
X r—+00

alors selon le théoréme des gendarmes, on a montré le lemme de Riemann-Lebesgue pour ¢ de classe C! :

™

lim p(t)sin(at)dt =0

T—r+00 0
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+oo
Onaoc(l) = Z w2 donc selon la premiére égalité de la question 2 :
k=1

Too pw 2 n T 2
t . t
o(1) = I;:l/o (27r — t) cos(kt)dt = ngrfoo 321/ (277 — t) cos(kt)dt

Soit n € N*. On a ( :
. 2n+41)t
sin (CH00) o 4 )

2sin (1) £330 2L 150

2n +1

sin <w>

Comme t+— W

se prolonge par continuité en 0, avec la deuxiéme égalité de la question 2 on a :

n T /42 T /42 sin (W) 1
ZM“(-{FMM&:/<—Q —— | dt
—Jo 27 o \27 2sin (5) 2

t2 — 2mt —2rt

———— qui se prolonge par continuité sur |0, 7| car g(¢t) ~
4wsn1(§)(1 prolonge p [0, 7] car g(t) ~ ot

En notant ¢ le prolongement continu de g sur [0, 7], on a

é;[(;—ﬁaﬂmm:A:mC%;”ﬁ¢@a_l(ﬂL?g@

On a ¢ continue sur [0, 7] (i) et ¢ est dérivable sur |0, ] (ii) et

VtGMLﬂ,dﬁ):(2t—2msmU/2;;§42g;—2nﬂcmﬁﬁ2):zqt—wﬁmwzig;gzgfwﬂcmeQ)

On pose g : t —

Quand t — 0, on a

4(t — m)sin(t/2) — (£* — 2mt) cos(t/2) = 4t (t/2+ o (7)) —4dm (t/2+ 0 (t?)) —t* (1 + o(t)) + 27t (L + 0 (t))

2
Ainsi 4(t — m)sin(t/2) — (£ — 27t) cos(t/2) = 12 + o(t?) ~ t? d’ou ¢/ (t) ~ 87T(j§/2)2
1
, 1
On a donc ¢/ (¢) 0 on (did)

Avec (i), (i) et (7i7), le théoréme du prolongement de la dérivée s’applique :
¢ est dérivable en 0 et ¢'(0) = %in%go’(t)
—
donc ¢’ est continue en 0 or ¢’ est continue sur 0, 7].
Ainsi ¢ est de classe C! sur [0, 7] et le lemme de Riemann-Lebesgue s’applique :

s

lim (t)sin((2n + 1)t)dt =0

n—-+o00 0

too  r 2 T 2
t t° — 2mt
donc E: /0 <27r - t> cos(kt)dt =0 — /0 <47r7r> dt. Ainsi

T fomt — 42 2 3T 3_ .3
a<1>:/ 2t =t o [ ) 3wt —nt
0 4dr 127 =0 127

On a bien |o(1) = —
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Mathématiques 2 Un corrigé Mines-Ponts MP 2023
2 Equivalents

4 > Soit z € R. La fonction ¢ — (sin(t))” = exp (2 1n (sin(¢))) est continue sur ]0,7/2]. Or
1
(sin(¢))® ~ t*=-—

z—0t 7

1
Par équivalence, la fonction ¢ — (sin(t))” est intégrable en 0 si et seulement si ¢t — p— I’est.
Ainsi t — (sin(t))” est intégrable sur ]0,7/2] si et seulement si —x < 1.
Comme t — (sin(¢))* est positive sur |0,7/2],
Soitz €el.Onaz+2¢e€l

On effectue alors une intégration par parties, sous réserve de convergence du bloc tout intégré :
/2 t=r /2 w/2
flz+2)= / (sin(2))**!sin(t) dt = [—(sin(¢))" cos(t)], g +/ (z + 1)(sin(t))® cos?(t) dt
0 0
Comme z +1 >0, on a [—(sin(¢))**! cos(t)]ﬁi(r)/2 = 0 ce qui valide 'intégration par parties.

w/2
Comme cos? = 1 — sin? et que f(z) = / (sin(t))® cos?(t) dt converge, alors on a
0

/2 /2
flz+2)=(x+1) (/0 (x 4 1)(sin(¢))* dt — /0 (sin(t))*+? dt) =@+ 1)f(z)— (x4 1)f(z+2)

On a bien | (z + 1) f(2) = (z +2)f(z +2) | (1)

] Ix]0,7/2] — R
5> On poseg : { (2,0) —s (sin(t))"

i) Soit t €]0,7/2]. La fonction g(-,t) : « — exp (zIn (sin(t))) est de classe C? sur I de dérives successives :
(i) g p

2
%(-, t) : 2 — In (sin(t)) exp (z In (sin(¢))) = In (sin(t)) (sin(t))”* et %( t) : & — In? (sin(t)) (sin(t))”
. . : dg d%g : o
(ii) Soit = € I. Les fonctions g(z, ), 8—( )) et ﬁ(a:, -) sont continues sur ]0,7/2] (argument inutile!)
x x
La fonction g(z,-) est intégrable sur ]0,7/2] selon la question précédente.
Quand t — 0%, on a In (sin(t)) (sin(t))” = In (sin(t)) (sin(t)) 2 (sin(t)) T
a4+1

On a . > 0 donc par croissance comparée et par composition In (sin(t)) (sin(t)) 2 — 0

Ainsi gz(:c, t)y=o ((sin(t))%l)

z—1

z—1
Comme 7= > —1, la fonction ¢ — (sin(t)) 2 est intégrable sur |0, 7/2] comme en question 3.

0
Par comparaison la fonction ¢ — —g(x, t) est intégrable sur ]0,7/2].

Ox
(iii) Soit a < b dans I. On a alors I'’hypothése de domination :

0%g

Vz € [a,b], Yt €]0,7/2], a(z,t)‘ = In? (sin(t)) (sin(¢))” < In® (sin(t)) (sin(t))*

avec la fonction t — In? (sin(t)) (sin(t))® intégrable sur ]0,7/2], comme en (ii).

Avec (i), (ii) et (iii), le théoréme de la classe C? pour les intégrales s’applique : ’f est de classe C2 sur I‘
De plus pour tout z € I, on a

/2 /2
Fla) = /0 In (sin(2)) (sin(t)) dt < 0 et f"(z) = /O In (sin(t)) (sin(£))* dt > 0

ainsi ’ f est décroissante et convexe sur I‘
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2 2
6 > Quand z — —1, f(x) = (z+ )_{(f +2) selon 4 et (z +2)f(x+2) — 1 x f(1) car f continue sur I et 1 € L.
x
. t=m/2 1
Par ailleurs f(1) = [— cos(t)]t_m/ =10, on peut conclure que | f(z) B

7> Soitn e N,

On a n € I et en multipliant par f(n+1),ona: (n+1)f(n)f(n+1)=n+2)f(n+1)f(n+2)
Ainsi la suite ((n + 1) f(n)f(n 4+ 1)),y est constante.

w/2
Comme f(0) = / dt = g ainsi pour tout n € N, (n+1)f(n)f(n +1) = 1£(0)f(1) = g
0
T
1 V=5msD
On peut conclure que | f(n)f(n + 1) 2(n +1)
Comme f est décroissante et positive, on a donc f(n + 1)2 s S

(MQWGNﬂT—:ﬁ\f()\%fM$WEN*/ +D\fn

Soit > 1. On note |z| la partie entiére de . On a donc 1 < |z| <z < [z] + 1. A1n51

ey < el + D <s@ < o) <4 [

Orz—1<|z]<z<|z|]+2<2+2
Quand z — +oo,on ax — 1 ~x ~ x + 2, d’on par encadrement d’équivalents, on a |z| ~ x et |z] +2 ~ x.

1 . . ™
A nouveau par encadrement d’équivalents, on a bien | f(z) ~ —
T—+00 2x

8 > Sur le graphique doivent apparaitre les points (0, f(0)) = (0,7/2), (1, f(1)) = (1,1), les asymptotes d’équations
r=-lety=0.

On observera que f est décroissante et convexe.

1l n’est pas aisé de faire apparaitre les équivalents sur un graphique surtout ¢ main levée.
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3 Développement en série entiére

9 > Soit n € N. La fonction ¢ — (In(sin(¢)))™ est continue sur ]0,7/2].
Quand ¢t — 0™, on a +/sin(¢)(In(sin(¢)))™ — 0 par croissance comparée.
or sin(t) ~ t, donc v#(In(sin(¢)))® — 0
D’ou (In(sin(¢)))" = o (tl%) ort— tl% est intégrable en 0.

Par comparaison a une fonction intégrable, ¢ — (In(sin(¢)))™ est intégrable sur ]0,7/2].

Ainsi ll’intégrale généralisée D,, converge absolument donc converge‘

0
Le changement de variable t = g —u; dt = —du nous donne : Dy = —/ In(sin(7/2 — u))du
/2

w/2
On a bien |[D; = / In(cos(t))dt
0

w/2 w/2
10 > En utilisant 5, on a f/(0) = / In(sin(t)) dt =Dy et f/(1) = / In(sin(t)) sin(t) d¢.
0 0

Avec 9 et en effectuant le changement de variable u = 2¢; du = 2dt, on a

;= [ " aeine) cos(t)) dt = / " (00 ao= 1 [Mmisnta au - "2

En effectuant le changement de variable u = 7 — ¢, du = —dt, on a :

T 0 w/2
/ﬂ/2 In(sin(u)) du = — /77/2 In(sin(w —¢)) dt = /0 In(sin(¢)) dt = Dy

2 In(2
donc 2Dq = §D1 - n(2)m

. Ainsi | f/(0) =Dy = —

On effectue une intégration par parties sous réserve :

/2 (1 — cos(t)) cos(t)

dt
sin(t)

(1) = [(1 = cos(t) misin(0)); " - [

On a vu en 9 que In(sin(t)) =0 (1/V/) or 1 — cos(t) ~ t2/2
t—0 t—0

d’ott (1 — cos(t)) In(sin(t)) — 0 et [(1— cos(t)) ln(sin(i&))]ij(r)/2 = 0; ce qui valide l'intégration par parties.
t—0

On avait choisi la seule primitive qui pouvait convenir.

On a donc avec le changement de variable u = cos(t) ; du = —sin(¢)dt :

fin /2 (1 — cos(t)) cos(t) . B /2 cos(t) . _ U B 1 1
f(l)——/o T cos(1)? sm(t)dt——/o 1—|—cos(t)sm(t)dt_+/1 1+udu_/0 (u—i—l_l) du

Ainsi f/(1) = [In|u + 1| — u]"=) = In(2) =1 —In(1) + 0
On peut conclure que ’f’(l) =In(2) — 1‘
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11 > Soit n € N*.
La fonction t + — In (sin(t)) est strictement décroissante (par composition) et C* sur ]0, 7 /2]
Par ailleurs, on a : —In (sin(7/2)) =0 et lim+ (—In(sin(t))) = +oo.
t—0

Ainsi cette application induit une bijection de 0,7 /2] vers [0, +oo].

On effectue le changement de variable u = —1In (sin(¢)) ; du = ;fr?(s t()t) dt
Or pour t €]0,7/2[, on a cos(t) > 0 et donc

sin(t) sin(t) e -1

— cos(t) V1 — sin(t) S VI—e o (e

0 +oo n
—d
d’ou D,, = / () = (_1)n/ _ " qu
+o0 eQu -1 0 e2u -1

—+o0 un
ce qui donne | (—=1)"D,, = — du
a T

La fonction u — u™tle™% est continue sur Rt et intégrable en +oo car u"tle ™ = o (1/u?) par croissance
. b
—+00

comparée.

+1

Donc u + u™ e est intégrable sur R™ et par intégration par parties :

u=0

+o0 +o0 +o0
/ e du = [(n+1)u"e"] umee (n+ 1)/ ue " du= (n+ 1)/ u"e " du
0 0 0

Ainsi par récurrence immédiate

+oo +oo Ly
— — — u o0
/ u"e“du:n!/ e“du:n![fe “] =n/!
0 0

u=0
+00 +o00 1 1
Or (-1)"D,, — / u"e™™ du = / u" ( — ) du. Ainsi
0

0 e2u —1 ev

+oo el — 62“ -1 +oo u™
(-1)"D,, —n! = / U ——— | du= / du
0 etv/e2u — 1 0 etr/e2u — 1 (eu 4 +/e2u — 1)

Le calcul est licite car la quantité conjuguée : e* + Veu — 1 >+/e2v — 1> 0, pour u > 0.
Par calcul dans [0, +00] car les intégrandes sont positives, on a

K—U"Dn—”ﬂlét/ g'duSi/ u &L_l/ wlemt gy = oD
0o ev(er—1) 0 €“(2u) 2 /o

On a utilisé I'inégalité de convexité V¢t € RY, et — 1 >¢ > 0 d’'ou

(-1)"Dp—nl= O ((n—1))

n——+o00

or(n—1)= o (n!) ainsi
n—+oo
(=1)"Dp=nl+ o (n!)

n—-+o0o

. ~ 1\ |
On conclut : | D, et (=1)™n!
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12 > Soit z €] — 1,1[. En utilisant le développement en série entiére de I'exponentielle, on a

_ [ . P& nsin@)”
f(x)—/o exp (:L‘ln(sm(t)))dt—/o T;)n!m dt

In(sin(t))"™
n!

In(sin(¢))"
n!

(i) Soit n € N. On a vu en 9 que t — est continue et intégrable sur ]0,7/2].

Il en est donc de méme pour ¢ — x™ est continue et intégrable sur |0, m/2].
In(sin(¢))"™
(ii) Lasérie de fonctions Z <t — n(sm'())xn> converge simplement sur |0, 7/2] de somme ¢ — exp (x In(sin(t)))
n!
n=0
et t — exp (xIn(sin(¢))) continue sur ]0,7/2] (argument inutile)
In(sin(¢))™

(iii) Soit n € N. La fonction ¢ — ‘
n!

z" est de signe constant sur ]0,7/2] (celui de (—z)™). Ainsi

/2
/ In(sin(t))"d¢
0

w/2 . n w/2 : n
[ [ g | [ O | o = 1Dl
0 n! 0 n! n! n!

|z|" et la série géométrique E |z|™ converge absolument donc
n! n—+o00

too  am/2
>,

n=0

Selon 11, on a

In(sin(¢))"

dt < +00
n!

wn

Avec (i), (ii) et (iii), le théoréme d’intégration terme & terme s’applique ce qui nous donne existence des
membres dans R et I'égalité

<X ™2 In(sin(t))" =
Ve e]—1,1], f(x):Z/O Mm”dtzz&x”

n! n!

Ainsi ’ f est bien développable en série entiére sur | — 1, 1] ‘

4 Convergence de suite de fonctions

13 > On aVz € R, a?cos?(x) + b?sin?(x) > 0 car cos?(x) +sin®(x) = 1, a® > 0 et b? > 0.

Ainsi par composition ’ U est de classe C! sur R‘

Soit x € R. D’une part on a

2 (b* — a?) cos(x) sin(z) _ (b? — a?) sin(2x)
a2 cos?(x) + b2sin?(z) a2 + (b2 — a?)sin®(z)

V(x) =

D’autre part, comme a > 0etb>0,onab—a<a+beta—b<a+bdou pest bien défini et

‘pe ~}ezjx‘:max{b_a a—b}<1

b+a’b+a

2i:c}_ b—a
|b+a
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k
Ainsi la série géométrique Z 2”” converge et
k>0
400 —2i
Zpk 21kx:Z(pe2ix)k: 1 _ 1.—,oe i |
— 1— p621x (1 _ peQUU) (1 _ pe—le)

En prenant les parties imaginaires puis en multipliant par (b+ a)? / (b4 a)?, on a

©= .. B —psin(—2x) B psin(2x) B (b —a)(b+ a)sin(2x)
Epk sin (2kz) = 1—p(ei2z fe-122) 4 p2 1 —2cos(2x)p+p2 (b4 a)? —2cos(2z)(b—a)(b+a) + (b—a)?

Comme sin(0) =0, on a

+00 .
. _ (b% — a?)sin(27) 1 (b — a?) sin(2x)
§ Pk sin (2kz) = 2a2 + 202 — 2(b2 — a2) (1 _ 2Sin2(gg)) e 1) SmQ(;E)

+oo
On a bien | ¥/ (x) =4 Z p" sin(2kz)
k=1

14 > Soit z € R. Comme ¥’ est continue sur R, on a alors par le théoréme fondamental de 1’analyse :

\If(x)—\II(O):/Ox\I"(t)dt:/Ox (Zpkélsm 2kt> / <ka )

k=1

en ayant posé pour k € N*, fi : t > 4pF sin(2kt).
Or les fi sont continues sur R (i)

de plus, Vt € R, |fx(t)| < 4p" et la série géométrique Zpk converge car p €] — 1, 1].

donc la série g fr converge normalement donc uniformément sur R (ii).

k>1
Avec (i) et (ii), on peut intervertir somme de série et intégrale sur tout segment de R par théoréme de cours.
Ainsi
U(z) = O = I at) = In(a? X T—4p” cos(2kt) = — OIn(a) -2 pFcos(2kx)  pF
(@) =00+ 3 ( [ ttyar) =mGa?) + 37 | EZEEE) — 2 I
k=1 k=1 k=1
Or avec le développement en série entiére de t — In(1 +¢) sur | —1,1[, on a
T k=1( > ok
(=1) p
= SIS
k=1 k=1
Ainsi . .
© k ok
B p"cos(2kxr) a p" cos(2kx)
U(z) =2In(a) —2In(1l — p) — QZT =2In e —QZT
k=1 k=1
a a a(a+0b) a+b
O pum— = = d’ ]
r1—p 1—t2  (a+b)—(b—a) 2 ot

+o0
2
Vo € R, \If(x):21n<a—2i_b>—2 Mpk
k=1
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b 2k
15 > On a donc Vx € [0,7], ¥%(z) =2In <a—2i— > U(z) + Z(—Q)Cos(km)pkllf( )
k=1
b 2k
Or les fonctions ug : « — 21In (a+ ) U(z) et ug @ x +— (—2)Cos(kx)pk\11(a:) (k € N*) sont continues sur

[0, 7).
De plus comme W est bornée sur [0, 7] car continue sur ce segment, on peut montrer que la série de fonctions

E uy, converge normalement donc uniformément sur le segment [0, 7] de somme W2
k>0
Ainsi par théoréme de cours :

/07r U(z)2dz = /Oﬁ2ln (a —2|— b> U(z)dz + f/ﬂ(_g)cos(k%@pkqj(x)dm

[ vwras =2m (“5F) [T ”3_2% k/ conlahe s

A Taide d’une nouvelle convergence uniforme de série de fonctions, on a

T s b +oo k b
/\I/(.I‘)d:E:/ 21n(a+> —22 /cos 2kx)dx—2w1n<a;>
0 0

™
On s’est servi de Vp € N*,| / cos(2px)dz = 0 (fonction m-périodique de moyenne nulle)
0

Ainsi

Pour k£ € N*, on a a 'aide d’une autre convergence uniforme :

+oon

T b
/ cos(2kx)¥(z)dz = 21n (a + ) / cos(2kx)dx — 2 Z / cos(2kx) cos(2nx)dx
0 2 0

or / cos(2kx)dx = 0 et pour n € N*.
0
2/ cos(2kx) cos(2nx)dx = / cos (2(k +n)x)dz + / cos (2(k —n)x) dzx
0 0 0
Ainsisin # k on a / cos(2kx) cos(2nx)dx = 0 et
0

2/ cos(2kx) cos(Zka)d:)::/ cos (4kx) dx+/ lde =7
0 0 0

T k
donc / cos(2kx) ¥ (z)dx = —w% puis en reprenant (x)
0

T b b too k: b 2 too ok
/0 \II(CC)de:2ln<a;L> ><27rln(aJr )—QZ < > 47T<111<a; )> +27rkzll;€2

On conclut enfin que
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16 > Sofcte] ] On a: an—>0etb — 1.
n—-+4oo

Onadonca%cos()—|—b2sm()%sm()>0

Comme In est continue, on a ¥, () ——— In (sin?(¢))
n——+00

On a établi |la convergence simple de la suite d’applications (V) o« sur |0, %] vers ¢ — 21n (sin(¢))

L’énoncé original parle de convergence uniforme sur |0, 7], il s’agit d’une erreur d’énoncé.

(i) Les fonctions U2 (n € N*) sont continue sur |0, %] (argument inutile!)

convergence simplement sur |0, 3] vers t — 41n? (sin(t)).

X3 . . . 2
(i) La suite d’applications (02) ' 5

neN*
(iii) La fonction ¢ — 41In® (sin(t)) est continue sur ]0, %] (argument inutile!)
(iv) La suite (a,) est décroissante et positive de limite nulle et alors que la suite (b,) = (1 — ay,) est croissante

et positive de limite 1.

.. 1 1
A1n51VnEN*,0<a2<a%:16‘5b?:1<bi<1.
SmttE} ] Soit n € N*. On a alors

1

1
1 sin?(t) < a2 cos®(t) 4 b2 sin?(t) < 1 cos?(t) + sin?(t) < cos?(t) + sin®(t) = 1

D’on par croissance de In, on a
21In (sin(t)) — 21In(2) < ¥, (¢) <In(1) =0
Ainsi on a I'’hypothése de domination :
7
veelo, 2],
< 2

car t — 41n(2)? — 81n(2) In (sin(t)) 4 41n (sin(¢))* est continue et intégrable sur 10,Z], selon 9

W2 (t)| < 41n(2)? — 81n(2) In (sin(t)) + 41n (sin(t))

Avec (i), (ii), (iii) et (iv), le théoréme de convergence dominée s’applique. Cela donne 'existence des membres
et I'égalité :
w/2 /2
lim U, (z)%dz = / 41n? (sin(t)) dz = 4Dy
0

n—-+00 0

Soit n € N*. Comme Vx € [0, 7], U, (7 —x) = ¥, (x), on a en effectuant le changement de variable :
u=m—x;du=—dx

T 71'/2 ™ 77/2
/ U, (z)%dx = / U, (z)2dx + / U, (2)%dx = 2/ U, (z)?dz
0 0 /2 0
Ainsi avec 15, on a,

/07r/2 U, (2)%dr = 27 <1n (an 42— bn)>2 + 70 (p2) = 210 (2)* + 7o ((by — an)?)

b —
car a, + b, = 1 en ayant posé p, = bn+a = b, — a, (on a bien b, > 0 et a, > 0).
a
. ! 72 ) 9 2
Comme o est continue sur [—1,1] et (1) = 3 selon la partie 3, on a o ((bn —ap) ) — =5
2 s
D’ou 4Dy = 27 1n (2)° + 5
In(2)? 73
Avec la partie 2, on en déduit | f(0) = Dy = 7”12() + %

11/14
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5 Convexité logarithmique

17 > Soit z > —1.
La fonction ¢t — (sin(t))” est continue et positive sur ]0,7/2] et non identiquement nulle car (sin(7/2))* = 1.

w/2
Ainsi f(z) = / (sin(¢))* dt > 0.
0
Donc f est définie sur I'intervalle non trivial I & valeurs dans RY .

Alors Inof est de classe C? sur I car f l'est, selon 5.

/ e o pn2
Ainsi (Inof)" = S et (Inof)” = M
f f ,
ne (gl
Pour établir que f est In-convexe sur I, il suffit alors de montrer que : 0 < fffz(f)
Soit € €]0,7/2[. Les fonctions ¢ — (sin(£))*/? et ¢ — In(sin(¢)) (sin(¢))*/? sont continues sur le segment [, 7/2].
Par inégalité de Cauchy-Schwarz, pour le produit scalaire usuel sur C ([e, 7/2],R), on a

/2 2 /2 /2
(/ In(sin(t)) (sin(t))” dt) < (/ (sin(t))” dt) X (/ In(sin(t))? (sin(t))” dt)

Comme les intégrales convergent sur ]0,7/2], on peut faire tendre € vers 0 pour obtenir :

/2 2 /2 /2
(/0 In(sin(t)) (sin(t)) dt) < </0 (sin(t)) dt) X </0 In(sin(t))? (sin(t)) dt)

Ainsi (f'(2))* < f"(2)f ()
On a montré que (Inof)” > 0 sur I d’ou ’ f est une application de I dans R ln—convexe‘
18 > Soit z > 0. Comme 2x 4+ 2 > 22+ 1 > 2x > 0, selon (1), on a

Fla+1) = In (f(22 +2) = In (22 + 2) f(22 + 2))—In(2042) = In (22 + 1) f(22))—In(22+2) = f(x)+In @z 1 ;)

20+ 2k +1

mmn%eN,ﬂx+k+D—f@+k%=m(mH;m+2

). Par télescopage, on a alors

~ ~ ol L 20+ 2k +1
Vp € N7, f(ﬂ?+P)—f(fU)=Z<f(I+k+1) x+k> D> <2x+2k‘+2>
k=0 k=0

p—1
20 +2k+1
On peut concl Vp e N*, Vz €R In

n peut conclure que |Vp € N*, Vo € R, f(55+p +Z <2x+2k+2>

~ -1
19 > Par composition f est de classe C? sur } - +oo[ et

~\
V$€]<Hm[ (f) 2 (Inof) (z) et (f)(x):4(mofy%m)>o
donc fest convexe sur ] _—, 400 [
-1 fn)— f(n—1
En appliquant la croissance des pentes avec n—1 < n+x < n+p et n dans ] —, +00 {, on a f(n) (f(n 0 ) <
n—(n—

Fn+a) = Jn) _ flntp) ~ Fn)

n+xr—n = n+p—-n

ce qui permet de conclure que | f(n) — f(n — 1) < fn+ :z; — /) < f(n +p; — /)

12/14
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20 >

~ ~ 2(n—1)+1 2n — 1
? A — 2 — — = D — :1
D’aprés 18 avecn—1>0,ona f(n) — f(n—1) =1In <2(n— D +2> n (2n+ 1)

2n+1 n——+o0o
Toujours selon 18, on a par somme finie

p—1
~ ~ 2n 4+ 2k +1
f(n+p) B f(n) - kzoln (2n+2kz—|—2> n—+o00 0

m — 1 - -
Or In ( i ) 0 par composition et donc f(n) — f(n —1) —— 0
n—-+00

Or
v () = Fin=1)) < fln ) = fln) < (Fntp) — Fm)

Ainsi par produit et selon les gendarmes ‘ (J?(n +x)— f(n)) tend vers 0 lorsque n tend vers 400 ‘

A z fixé dans R% , ce résultat dépend de I'existence p € N tel que z < p.
Choisir p = 1 4 |z] valide ce résultat indépendamment de p.

On sait déja que f est une application de I dans R (Q4), In-convexe (Q17), qui vérifie (1) (Q4) et telle que
s

7)== Q1)

Pour l'unicité, on considére h une application de I dans R, In-convexe, qui vérifie (1) et telle que h(0) =

On pose h : 2 — In (h(2z)).
Comme h vérifie (1), on peut établir comme en 18 que

N

p—1
i ~ = 2¢ + 2k + 1
Vp e N*, Vz € Ry, h(z +p) —h(x)JrkZOln <2m+2k‘—|—2> (2)

Comme h(0) = In (7/2) = f(0), on obtient
vn eN, h(n) = f(n) (3)

Pour montrer que h est convexe, on considére z et y €] — 1/2, 4+00[ et A € [0, 1].
Comme 2z et 2y € I et que Inoh est convexe sur I, on a

ROz + (1= A)y) =Inokh (A2z + (1 — A)2y) < Alnoh (2z) + (1 — A) Inoh (2y) = M (z) + (1 — Ak (y)

Ainsi h est convexe sur | — 1/2, +oo| .

Soit > 0, en faisant comme en 19, on peut alors montrer que h(n + z) — h(n) — 0.
n—-—+oo
En utilisant (3) et la question 19, on obtient :
h(n+z)— f(n+2) —— 0

n—-+0o

Puis & l'aide de (2) et la question 18, on a
h(z) = f(z) ———=0

Ainsi Yz > 0, h(z) = f(z). D'oi Yz > 0, h(z) = exp (E(m)) — exp (f(a;/2)) = f(2)
Puis a l'aide de 'identité (1), on obtient
z+2 x+2

Vo el, h(:r):x+1h(x+2):mf(x+2):f(a:)

Ainsi h = f ce qui donne "unicité :

f est la seule application de I dans R, qui soit In-convexe, qui vérifie (1) et telle que f(0) =

|

13/14
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21 > Soit g de | — T, 4o00[ dans R, In-convexe et vérifiant V¢ €| — T, +oo, (¢t + T)g(t) = (t + 2T)g(t + 2T)

T
On pose h : x — Fg ( (0;3) Comme ci-dessus, on montre facilement que
g
h est une application de I dans R, qui soit In-convexe, qui vérifie (1) et telle que h(0) = g
29(0)f(¢/T)

Donc h = f puisg:t —
i

Réciproquement, on montre facilement que pour k£ > 0, 'application g : ¢t — kf(t/T) est une application de
] = T, 400 dans R, In-convexes et vérifiant V¢ €| — T, +oo[, (t+ T)g(t) = (t+ 2T)g(t + 2T).
On conclut pour T € R :

les applications g : ] — T, +00] — R, In-convexes et vérifiant
Vte] —T,+ool, (t+T)g(t) = (t+2T)g(t+ 2T)

] —T,400] — R

sont les applications g : Lo kS <t> avec k > 0.

T

22 > On rappelle que T > 0!!!!
Par ’absurde, on suppose qu’il existe une application h, de R dans R et In-convexe, vérifiant

Vt € R, (t+ T)A(t) = (t + 2T)A(t + 2T)

On évalue cette égalité en —T pour trouver h(T) = 0 car T # 0 ce qui absurde car V¢t € R, h(t) > 0.

En conclusion :

il n’existe pas d’application h, de R dans R et ln-convexe, vérifiant Vt € R, (¢t + T)h(t) = (t + 2T)h(t + 2T) ‘
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