Chapitre 27

Matrices et applications linéaires

Dans tout ce chapitre, on fixe un corps commutatif K (en général R ou C). Tous les espaces
vectoriels seront des K-espaces vectoriels. On fixe également trois K-espaces vectoriels E, F' et G de
dimension respective p € N*, n € N* et ¢ € N*, et

BE:(elu"'vep)u BF:(f17"'7fn)7 BG:(gl7"'7gq)
des bases de E, F et G.

On rappelle également que M,, ,(K) est un K-espace vectoriel de dimension np. En effet, les np
matrices élémentaires
np
(Eij )1<z<n

1<<p
forment une base de M,,,(K).

Enfin, on rappelle que la base canonique de K™ est la base
((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)),

et que celle de K,[X] est
(1,X,...,X">.

1 Matrice d’une application linéaire

1.1 Matrices de composantes

Définition 1.1 (Matrice des composantes)

Soit

p
T = Za:,'ei € F.
i=1

La matrice des composantes de x dans la base Bg est la matrice colonne

T
MatBE(m) = € MpJ(K).
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Remarque.
La matrice des composantes d’un vecteur dépend bien entendu de la base que 'on considére.

Proposition 1.2

L’application
F — Mp,l (K)
x +—— Matpg, ()

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels. On a donc en particulier, si z,y € E et \,u € K,
Matg, (Ax + py) = AMatg, (x) + pMatg, (v)

et
r =1y <= Matpg,(r) = Matg,(y).

Définition 1.3 (Matrice des composantes d’une famille de vecteurs)

Soient F = (vy,...,v,) une famille de vecteurs de E. La matrice des composantes de F dans la base
Bpg est la matrice
MatBE(.F) € Mpﬂn(K)

colonne est Matpg, (v;). Autrement dit, si

Mat g, (F) = (@) 1<i<ps

SIS

éme

dont la j

alors a;; est la i*™ composantes de v;, ou encore

p
ijl,...,?”, V; = E Q;5€;.
i=1

1.2 Matrice d’une application linéaire

Définition 1.4 (Matrice d’une application linéaire)
Soit u € L(E, F).

1. Sa matrice relative auzx bases By et Br (ou dans les bases, ou par rapport aux bases) est la matrice

Ma’tBE,BF (u> € MH,P(K>

des composantes de la famille
(uler),...,u(ey)) = u(Bg)
dans la base Bp, i.e.
Matp, g, (u) = Matp, (u(e1), ..., u(e,)) = Matp, (u(Bg)).

Autrement dit,
Ma’tBE:BF (U) = <aZ])}§;§n’

ISP

si et seulement si on a pour tout j =1,...,p,
n
u(e;) = Zaijfi.
=1
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2. Lorsque E = F, u € L(F), on appelle matrice de u relative a la base B la matrice de u relative
aux bases Bg et B, et on la note Matp,, (u).

Remarques.

1. Attention : il n'y a pas une seule matrice d’'une application linéaire! Il y en a une pour chaque
couple de bases de E et F.

2. 1l faut bien comprendre que la j-éme colonne contient les composantes de u(e;), et plus précisé-
ment, la composante de u(e;) devant f; est a;;.

Remarque.
On dit souvent que les colonnes de A forment une famille génératrice de Im(f). C’est un abus de
language, qui signifie les vecteurs de F' dont les composantes sont données par les colonnes de A
forment une famille génératrice de Im(f).

Proposition 1.5

L’application
L(E,F) —  M,,(K)
u — Matp, 5, (u)

est un isomorphisme. En particulier, pour tous u,u’ € L(E, F) et A, N € K, on a
Matg, g (Au+ Nu') = A\Matp, g, (u) + N'Matp, 5. (u)

et
u=1u" <= Matg, p.(u) = Matp, p,(u).

Remarques.

1. La matrice d'une application linéaire dépend des bases de E et F' que I'on considere.
2. Cet isomorphisme n’existe qu'une fois des bases de E et F fixées.
3. On en déduit que L(E, F') est un K-espace vectoriel de dimension np.

| Corollaire 1.6
Soient u,v € L(E, F). Alors u =v <= Matg, p,.(u) = Matp, 5, (v).

Corollaire 1.7 (Isomorphisme Canonique)

L’application
L(K?, K") — M, ,(K)

qui & une application linéaire u € L(KP, K™) associe sa matrice relative aux bases canoniques de K?
et K™, est un isomorphisme, appelé isomorphisme canonique entre L(K?, K™) et M,, ,(K).

Pour tout u € L(KP?, K™), sa matrice relative aux bases canoniques de K? et K" s’appelle la
matrice canoniquement associée d u.
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Réciproquement, pour A € M,, ,(K), 'unique application linéaire v € L(K?, K™) dont la matrice
relative aux bases canoniques de K? et K™ est A s’appelle lUapplication linéaire canoniquement
associée a A.

En particulier, si p = n, on a un isomorphisme £(K"™) — M, (K), et on parle alors d’endomor-
phisme canoniquement associé a une matrice.

Remarque.
On verra qu’a l'usage ce corollaire est tres utile. Il permettra de transformer un probléeme matriciel
en probleme d’application linéaire et vice-versa par identification de ces espaces.

1.3 Propriétés

’Proposition 1.8‘
Soient u € L(E,F), x € E, y=u(x) € F, et
A = Matg, p,(u) € M, ,(K), X = Matp,(z) € M,1(K), Y = Matg, (y) € M,1(K).
Alors

Y = AX.

Remarque.
Cette formule permet de facilement calculer les composantes de 'image d’un vecteur grace a la
matrice de I'application linéaire.

Proposition 1.9‘
Soient u € L(E, F) et v € L(F,G). Alors

MatBE,BG (U o) ’U,) = MatBF’BG (U) X MatBE’BF (U,)

Remarque.
Failtes tres attention a ne pas faire d’erreur dans cette formule. L’ordre d’apparition de B et Bg est
inversé dans un membre par rapport a I'autre! Mais par contre, Bg est toujours la base de I'espace
de départ, et Bg celle de 'espace d’arrivée.

2 Le groupe GL,(K)

’Proposition 2.1 ‘

Sip =n (ie dim(F) = dim(F)), u € L(E,F). Alors u est un isomorphisme si et seulement si
Matp, g, (u) est inversible, et dans ce cas

—1
MatBF’BE(U_l) = (MatBE’BF(uD .
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Proposition 2.2‘
Soit A € M,,(K) telle que

VX €EMu(K), AX =0= X =0.

Alors A est inversible.

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 2.7 du chapitre ??. On redonne quand méme
I’énoncé.

’Proposition 2.3‘
Soient A, B € M,,(K) telles que AB = I,,. Alors A et B sont inversibles et A™! = B.

’Proposition 2.4 ‘

Soit F = (z1, ..., xp) une famille de vecteurs de E (avec p = dim(E)). Alors Mat g, (F) est inversible
si et seulement si F est une base de E.

Remarque.
Attention, le nombre de vecteurs doit étre égal a la dimension de F/, sinon la matrice n’est méme pas
carrée.

3 Formules de changement de base

| Définition 3.1]
Soient B et B’ deux bases de E. La matrice de passage Pp p de B a B’ est la matrice des composantes
de la famille B” dans la base B, i.e.

PB,B’ = MatB(B/) € MP(K),

-éme

ou encore la j™° colonne de Pp g/ contient les composantes du j*™° vecteur de B’ dans la base B.

Remarque.
On parle de I'ancienne base (B), et de nouvelle base (B’), et Pp g exprime la nouvelle base dans
I’ancienne.

Proposition 3.2

Avec les notations de la définition 3.1, les matrices Pp p' et Pp/ p sont inversibles et
PB/’B — P§7]B/.
De plus, si B” est une troisieme base de F, on a

PB,B” = PB,B’PB’,B”'

Proposition 3.3

Avec les notations de la définition 3.1 :
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1. Sixz € FE,etsi X (resp. X') sont les composantes de = dans la base B (resp. B’), alors

X =PypX.

2. Soit F = (v1,...,v,) une famille de n € N* vecteurs de E. Alors

MatB(]:) = PBVB/MatB/(]:).

Remarques.

1. On parle d’anciennes et de nouvelles composantes.
2. Attention au piege : Pp p exprime la nouvelle base dans I’ancienne, mais

X =PppX'

exprime les anciennes composantes en fonction des nouvelles.

Théoréme 3.4 (Formule de changement de base)

1. Soit u € L(E,F), By et By des bases de E et F,

P:‘PBE,BlEﬂ Q:PBF,B;“ A:MatBE,BF(u), A,:MatBE,B%(U).

Alors
A =Q AP

2. Soit u € L(E), By une base de E, P = Pp, p;, A= Matpg,(u), A’ = Matp (u). Alors

A= P AP

4 Trace d’un endomorphisme

’Proposition 4.1 ‘
Soit f € L(E), et B et B’ deux bases de E. Alors tr (Matg(f)) = tr (Matg (f)).

Définition 4.2 (Trace d’un endomorphisme)

Soit f € L(F). On définit la trace tr(f) de f par la trace de sa matrice relative a n'importe quelle
base.

Proposition 4.3 ‘

Soient f,g € L(E) et \,u € K. Alors tr(Af + pg) = Atr(f) + ptr(g), i.e. la trace est une forme
linéaire sur L(E).

Proposition 4.4 (Trace d’une projection)

Soit p une projection de E. Alors tr(p) = rang(p).
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Proposition 4.5 (Trace d’une symétrie)

Soit s une symétrie de E. Alors tr(s) = dim(Ker(s —idg)) — dim(Ker(s + idg)).

Proposition 4.6‘
Soient f,g € L(E). Alors tr(fog) =tr(go f).

Remarque.
Attention : tr(f o g) # tr(f) tr(g)!!

5 Rang d’une matrice

5.1 Définitions

Rappelons la définition déja vue :

| Définition 5.1]
Soit M € M,, ,(K), Cy,...,C, ses colonnes vues comme vecteurs de K™. Le rang colonnes de M est
I’entier

rang(M) = dim(vect(Ch,...,C,)) = rang(Ch, ..., Cp).

De méme pour le rang lignes, mais dans KP.

Proposition 5.2

1. Soient zq,...,x, des vecteurs de E. Alors

rang(zy,...,T,) = rang(MatBE (1,... ,xn))

2. Soit uw e L(E,F). Alors
rang(u) = rang (MatBE’BF (u))

’Corollaire 5.3‘
Une matrice carrée A € M, (K) est inversible si et seulement si son rang colonne est p.

5.2 Rang et manipulations élémentaires

’Proposition 5.4 ‘

1. Le rang d’'une matrice ne change pas lorsqu’on la multiplie par une matrice inversible.

2. Les maniupulations élémentaires ne changent pas le rang d’une matrice.
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’ Théoreme 5.5 ‘

Soient r,p,n € N*, n,p > r, ay,...,a, des réels non nuls, et A € M,,_,,_,. Alors
a/l * PR * * e *
0
: o % : :
rang | 0 ... 0 a, | x --- | =r+rang(A),
0 --- .- 0
: : A
0 -+ - 0

ol les x désignent des éléments quelconques.

5.3 Matrice J,

’Déﬁnition 5.6‘
Pour n,p € N* fixé et » < min(n, p), on définit la matrice

1 0 --- .0
0o 1 0 -0
: S | T

JP=10 --- 0 1 0 - 0 e M, ,(K),
0 -+« -« 0 0 -0
0 -+« -« 0 0 --- 0

avec exactement r 1 sur la diagonale.

’Proposition 5.7‘

Le rang de J"P est r.

’Proposition 5.8 ‘

Soit A € M,,,(K) et r < min(n, p). Alors le rang de A est r si et seulement s'il existe P € GL,(K)
et Q € GL,(K) telles que

A=QJ.P.

Proposition 5.9‘
Soit A € M, ,(K). Alors

rang(A) = rang(A),

ou encore les rangs colonnes et lignes sont égaux.
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