X-ENGS 2020 - Corrigé

PARTIE I

1. Pour tous A, B € Sym*(p), pour tous a,b € Ry, aA+bB e Sym"*(p) car :

Rq :

(aA+ bB)T = aA” + bBT = aA + bB (par linéarité de la transposition et car A, B € Sym*(p))
pour tout u e M, 1(R),
u” (aA+bB)u = au” Au+bu” Bu > 0

comme produit et somme de termes positifs.
On peut facilement généraliser ce résultat par récurrence a une combinaison linéaire a coeflicients positifs de

matrices de Sym*(p), ce qu’on utilisera dans plusieurs questions.
2. Soit v € M,, 1(]@;) et A va On a:

— AT = (v?) =l = A
pour tout u € M,;,1(R)7
ul Au=uTvvTu = (u,v) (v,u) = ((Uav))z >0

ol on a noté (.,.) le produit scalaire usuel sur M, 1(R) et on a utilisé la symétrie du produit scalaire.

On a donc bien A € Sym™ (p).

3. (a)

Pour tous u,v € My, 1(R), pour tout (3,7) € M1, p]%

('U/LLT)ij = UUj

(UUT)ij A

((wu™) O o))y = (wu”)ij (o) = wujviv;
(u@®w)i = uiv;
(@) (@®v)")iy = (u@Ov)i(u@v); = uviu;ov;

On a donc bien ((uu”) O(wv!))i; = (@ v)(u@v)T)i; pour tout (i,5) € [1,p]]%
done (vu”) O(vv") = (u@v)(u@v)T.

e Pour tout k € [[1,p]], on a ui Auy, >0 (car A e Sym*(p)) et

ugAuk = ug()\kuk) = )\kuzuk = >\k <’U,k, ’U,k) = )\Im
=1
donc on a bien A\ > 0.
e La matrice par blocs P = (u1 up) (ol les vecteurs u; sont écrits en colonne) est orthogonale (car la famille
(u1,...,up) est une base orthonormale de RP) et, d’apres les propriétés des matrices de changement de base, on a
A = Pdiag()\q,. .., )\p)PT donc par produit matriciel par blocs,

=

u P
A = Pdiag(M,..., A\p)PT = (Mur o M) | 1 = Aeweug
k=1

Up

e Remarquons déja que (=) est un opérateur symétrique (A() B = B() A) et linéaire & gauche (AMA+ B)(HC =
M C+B()C), donc bilinéaire.
e Soient A, B € Sym”™ (p).
D’apres la question précédente, il existe Ai,...,Ap,B1,...,05p € R?P, (u1,...,up) une base orthonormale de R”
formée de vecteurs propres de A associés respectivement aux valeurs propre Aq,..., A, et (v1,...,v,) une base
orthonormale de R” formée de vecteurs propres de B associés respectivement aux valeurs propre f1,..., [, telles
que :

p P

= Z )\kukuf et B= Z ﬁkvkvg.

k=1 k=1

Par bilinéarité de (=), on a alors

A@®B-= (i Akukuf) ® (Ji ﬁjvjuf)

k=1

M=
M=

Ao (uruy ) O (vjv])

ik
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B (ue ©vy)(ur Ovy)T € Sym* (p)
——
>0 d’apres 3b eSym* (p) d’apres 2
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o>~
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comme combinaison linéaire a coefficients positifs de matrices de Sym*(p) (cf. 1)



Partie 11

4. (a) Soit A € M,(R).
e Par récurrence immédiate, on a, pour tout k € N, pour tout (4,5) € [[1,29]]27

(AW = (A",
e Par définition de P[A], avec les notations prises pour P, on a, pour tout (7,7) € [1,p])°,

n

(PlAD); = P(Ayy) = 3 a(As)" = i ar(A®); = (i akA(k)) :

k=0 k=0 k=0

J

donc on a bien P[A] = 3 a, A®.
k=0
(b) Soit A € Sym*(p).
e Montrons par récurrence que, pour tout k € N, AP ¢ Sym*(p) (Py).
1 o 1
Initialisation : Pour k=0, on a A =|: : |, done A est symétrique et pour tout u = (w1, up) e RP,

M=

Uk

a0 | (S 1] (S ) ($) - () 0
;uk

B
Il

donc A € Sym* (p). On a bien F,.
Hérédité : Soit k € N et supposons Py, vérifiée.
Alors A+ = AP (O A eSym™(p) d’apres la question 3c. On a donc bien Py,1.

——
eSym*(p) d’aprés Py

Conclusion : D’ot, par récurrence, pour tout k € N, A% e Sym* (p)-
e Comme, pour tout k € [[0,n]], a; > 0 (par hypothese sur P), P[A] = > arA®) € Sym* (p) comme combinaison
k=0
linéaire a coefficients positifs de matrices de Sym™(p).
5. Soit A € Sym™(p).
(a) Pour tout (i,7) € [[1,p]]?, par définition de P,[A], on a

(PafA)y - 3 A0 L epay)
n ij = A Pt 00 1]
comme limite de la suite des sommes partielles de la série exponentielle de parametre A;;.
(b) e Comme A est symétrique, on a, pour tout (i,7) € [[l,p]]Q,

(exp[A])ij = exp(Aij) = exp(Aj;) = (exp[A]) i,

donc exp[A] est une matrice symétrique.
e D’apres la question précédente, on a exp[A] = lim P,[A] (convergence coordonnée par coordonnée).
n—+oo

De plus, pour tout u € M, 1(R), I'application ¢, : M € M,(R) —» u?' Mu est linéaire en dimension finie, donc
continue.
On a donc, pour tout u € M, 1(R),

T explALu = u(expl[A]) = lim_eu(PalAT) = lim_ o PulAl
Or, pour tout n € N, P,[A] € Sym™(p) (d’aprés la question 4b avec A € Sym™(p)), donc u’ P,[A]u > 0, donc
u” exp[AJu > 0 comme limite d’une suite de nombres positifs.
(¢) Soit u € RP.
D’aprés la question précédente, exp[A] € Sym™ (p).
D’aprés la question 2, uu’ € Sym™ (p).
D’ott, d’aprés la question 3c, exp[A] () (uu’) € Sym™ (p).

6. (a) e Par symétrie du produit scalaire, pour tout (i,7) € [1,p]]%

Aij = (@i, y) = (), 25) = Aji,



donc A est une matrice symétrique.
e Pour tout u = (u1,...,up) € RP,

p
Il, SCJ

Jj=1

ul Au = u”

(par linéarité & droite du produit scalaire)

e On a donc bien A = ((x;,2;)) (i j)e1,p]2 € Sym” (p).

(b) Avec les notations de I’énoncé, on a, pour tout (i,7) € [[1,p]]?,
(exp[A]O(uu"))ij = (exp[A])ij (uuT)ij = exp(Ay Juiu;

12 12
=exp((z;, ;) exp (—|$1|) exp (— 1 )

2 2
~ exp (_|»’Ei|2 + o - 2 (ffiv%?)
2
i — [
=exp|-———].
o5
(¢) Soient A > 0.
D’apres le début de la question 6 et la question 5¢, pour tout (z1,...,%,) € (Rd)p,
s — 5

exp[A]O(uu’) = (exp (—12)) € Sym™(p).
1<i,j<p

Soit alors, pour tout i € [[1,p]], yi = zi/VA.

2 2
Alors, en posant B = ((y;,Y;))1<i,j<p €t v = (eXp( |y;| ),...,exp (_|y;| ),), on obtient que

i - ;[ yi — sl
K- (exp ('%')) . (exp (2')) - exp[BI (w0 € Sym* (p).
1<i,j<p 1<i,j<p

PARTIE III

7. Soit (f,g) € £2.
e Par définition de &, il existe (a, A,b, B) € (R*)* tels que :

VyeR, |f(y)l<Aexp(-y*la) et |g(y)|< Bexp(—y*/b).

Alors, pour tout y € R,

[(FO) ()| = [f (W)g(w)] < Aexp(-y?/a) .B exp(~y*/b)

—_——
<1

< ABexp(-y?/b).

o y > exp(—y?/b) est continue sur R.
exp(-y°/b) _ exp( yQ)

y-=] — 0,doncexp(-y>/b)= o (exp(-y)).
exp(-y) y—+oo

Yy—>+oo

b

[ —

——00



Or y — e7¥ est intégrable sur R, (fonction usuelle), donc par comparaison, y — exp(—y2 /b) est intégrable sur R,.
Comme de plus y — exp(—y>/b) est paire, elle est intégrable sur R.
e fg est continue sur R (comme produit de fonctions de £ donc continues).

Pour tout y € R, [(f9)(y)| < ABexp(-y?/b). Or y = ABexp(-y*/b) est intégrable sur R (cf. point précédent), donc
par comparaison, fg est intégrable sur R.

+00
8. Pour tout (f,g) € £%, fg est intégrable sur R, donc (flg) = f F(y)g(y)dy est bien défini.

(a) e Pour tout y e R, f(y) > 0.
D’ou, par positivité de 'intégrale convergente ("—oo < +00"), on a :

N = [ Peyzo.

e Soit f € & telle que (f|f) =0.

+oo
Comme f? est continue et positive sur R, f f2(y)dy converge et vaut 0 et "—oco # +00", on a f2(y) = 0 pour

tout y € R, donc f(y) =0 pour tout y € R.
e Le caractére bilinéaire symétrique étant évident, (.|.) définit donc un produit scalaire sur £.
On sera potentiellement amené a utiliser ce résultat par la suite.

(b) Soit x € R.
Pour tout y € R,

To(1) () = Wy - @) = exp(=(y - 2)* /).

72(7x) est donc continue sur R par opérations sur les fonctions usuelles.
De plus, pour tout y € R,

2o 4 a2
(o)) = exp(- - 2)213) = exp <L)

2\ 2\

Or hy :y — y? — dzy + 222 est un trindme en y, qui atteint son minimum en y = 2z, et he(2z) = 42%, donc par
décroissance de la fonction y — exp(-y) sur R, on a pour tout y € R,

2_y 2 2
exp (_ygz};\JrQLE) = exp (—h‘;()il/)) <exp (—2§) <1,

donc, en posant A=1>0et a=2X>0, on a, pour tout y € R,

2 2 2
o)) = (- Jesn (-2 ) < oo

e On a donc bien 7, () € €.
9. (a) Soit a > 0.

(y-2)?

e y > exp (— ) = 7. (1) (y) € € et y = exp(-y?/a) € £ (car continue sur R, et en prenant A = 1), donc,

A
5 N : (y - x)Q y2 ez
d’apres la question 7, y — exp R exp| - est intégrable sur R.
a
+00 _ )2 2
En particulier, [ exp (_(y}\:c)) exp (_y) dy converge.
oo a

e Pour tout (z,y) € R?,

(y - )2 +yj: a(y —x)% + \y? _ (a+\)y? - 2az + ax?

A a a\ a\

et

a+)\( . ax )2+ z? B 1 ((a+ Ny - az)? + a\r?
ax \YTain) Taia T aa@r N Y ar(a+\)

~(a+2)?y? -2a(a+ Nz +a®2® + adz?

aX(a+ )
(a+N)?%y% -2a(a+ Nz +a(a+ \)z?
B aX(a+ )
_(a+ Ny - 2az + az®

al ’

donc on a bien

(y—x)2+y2_a+)\( _aw )2 z?

A a  a\ a+\ a+\



e Par suite, on a, pour tout x € R,
2

/::o exp (_(y—)\:z:)Q) exp (—Z;) dy

oo 2
[; eXp( ((y )\x) a))dy
:f+°°exp(—(a+)\(y— ax )2+ z? ))dy
—o0 aX a+ A\ a+ A
a+ A\ azr \? x?
(_ ax (y_a+)\) )exp(—aJr)\)dy

x? +oo a+ A az \?
:eXp(_a+)\).[oo exp(— aX (y_a+)\) )d

Y.

axr

a+
Ce changement de variable est de classe C* strictement croissant et réalise une bijection de R dans R.

On a du =dy.

+oo 2 +oo
De plus, f exp| - a+A (y — ) dy converge, donc par changement de variable, / exp (— ar /\UZ) du
—oo a\ a+ A —o0 a

R L o TRt T
xp | ———— |exp| -Z =exp|- xp | - -
—oo A a a+)J- al a+ A
22 +oo a+A 4
—exp(—aJr)\)fOo exp(— Y U )du.

)du, constante par rapport a x, on a bien la propriété demandée.

Posons le changement de variable u =y —

converge et

En posant ¢ = f+o° exp (—MIR
—oo a\

Soit g € £.

e Comme, pour tout zinR, g€ & et 7,,(yr) €€, C(g)(x) = (72(72)|g) est bien définie, donc C(g) est définie sur R.

e Pour tout z € R,

+o0 _ 2
C)) =i = [ (U5 ) sty
N2
% 9(y).
— Pour tout x € R, y » f(x,y) est continue (par morceaux) sur R.

— Pour tout y € R, z — f(z,y) est continue sur R.
— Pour tout (z,y) € R?,

e Posons f: (z,y) € R? > exp (—

EPRY
F e e L)
<exp (—gj\) lg(y)| (majoration prouvée en 8b)

=¢(y)
ol @ est intégrable sur R comme produit de deux éléments de £ (d’apres 7).
+o00
D’otu, d’apres le théoréeme de continuité des intégrales a parameétres, z — C(g)(z) = / f(z,y)dy est continue

sur R.
e Comme g € &, il existe (a, A) € (R})? tel que pour tout y € R, |g(y)| < Aexp(-y?/a).
Par I'inégalité triangulaire généralisée et par positivité de l'intégrale, on a donc, pour tout x € R,

+00 -z 2
[ eXp(—(y 3 ) )g(y)dy

o2
o

[C(9) ()] =

lg(y)|dy

exp(-y°/a)dy

A
)eXp( ~y?/a)dy

ol c a été introduit a la question 9a, indépendant de .
Par suite, en prenant B=Ac>0et b=a+ XA >0, on a, pour tout x € R,

IC(g)()| < Bexp(-a®/b).



e On a donc bien C(g) € £.
(¢) Pour tout g,h € £, pour tout a € R, pour tout z € R,

Clag+h)(@) = (re(m)|ag + h)
=a(r:()lg) + (7 (va)|h)  (par linéarité a droite du produit scalaire, cf question 8a)
=aC(g)(x) + C(h)(x),

donc C(ag +h) =aC(g) + C(h), donc C est linéaire.
Comme de plus C': £ - £ d’apres la question précédente, C est bien un endomorphisme de £.

PARTIE IV

10. Par définition, G est ’ensemble des combinaison linéaires des éléments de la famille (7, (vx))zer, donc

G = Vect ((72(72))aer)

est le plus petit sous-espace vectoriel de £ qui contient toutes les fonctions 7, (7)) pour z € R.
11. (a) Pour tout (z,2") e R xR,

(el o)) = [ Xp(@;))xp((y;))dy

+00 _1.2 _x/2
:[w exp(_(y )+A(y ))dy_

Or, pour tout y € R,
(y-z)?+(y-a') 2y%+a®+a" - 2zy-22"y

A A
et
2 / 2 1 / 2 1 \\2 / 2
2 (e )2 ) = (@ ) ()
1
=5(43/2+:E2+:v'2+2x:v'—4ym—4yx'+x'2+x2—2xaz')
1
:ﬁ(4y2+2x2+2x'2—4y9€—4ym')
2+ a? - 2xy - 22"y
= ; 7
donc

(y-z)*+(y-a')?
)

= 2y (a2 oy (o -0

et, par suite,

(el = [ exp(_@-w)? . (y—x')?) N

- [ Ten (- a2 - @ -0 dy

= [+oo exp (—%(y —(x+ x’)/2)2) exp (—%(w' - :v)z) dy

s}

= exp(—%(w' - x)Q) /_m exp (—%(y —(z+ x')/2)2) dy.

oo

En posant le changement de variable u = y — (z + 2")/2, on obtient alors, comme dans la question 9a,

[ (2w-Gran)dy= [ e (-2 dy =

constante indépendante de x et x'.
Comme de plus on a

1 / 2) ( 1 / 2) /
exp|-—(z'—2)" ) =exp|-—=(z -z = T—x
xp (-5 (0 - 0)?) =exp (-5 (0 - 0)?) = a2,
on a bien montré Pexistence d’une constante cy indépendante de z et 2’ telle que pour tout (z,2") € R?,

(Tm(%\)|Tz'(%\)) = C/\72>\($ - 96')~



(b)

12. (a)

e Soit z € R.
Pour tout 2’ € R,

C(ro () (@) = (7o (9|72 (72))  (par définition de C)
=cyyar(z' —x) (d’aprés la question précédente, en inversant les roles de z et x)

= e (722) (2),

donc on a bien C(7,(7xr)) = ex7e(721)-

e Comme (7;(7x))zer est une famille génératrice de G et comme C' est linéaire, on a

H =C(G) = Vect ((C(72(1)))aer)
= Vect ((7(721))zer) (d’apreés le premier point de cette question)

= {Z a;Tz, (v2x)|n e N* Vi € [1,n]](z;, o) € R x R} (par définition d’un Vect).

i=1
Montrons par récurrence sur n € N* que, "si (2;)1<i<n est une famille de n réels deux a deux distincts, alors

n

Z a; Tz, (72x) est nulle si et seulement si a; = 0 pour tout 1 <i<n" (P,).

i=1

Initialisation : pour n =1, si @17, (72x) =0, alors, en particulier, pour y = 21, on a

0= 17y, (720) = a1 exp(0) = .

On a donc bien P;.
Hérédité : Soit n € N* et supposons P, vérifiée.

Soit alors (;)1<i<n+1 €st une famille de n + 1 réels deux & deux distincts.
n+1

Supposons que Z a;Tz,(772x) = 0. On a alors, pour tout y € R,
i=1

n+1 ( )2
Y- Ti) )
a;exp|-—~—~———1]=0.

Suppsouns, quitte & renommer les variables, que la famille (x;) est classée par ordre croissant.
(y — Tn+l )2

Alors, en multipliant 1'égalité précédente par exp( 7

) , on obtient :

n+1 _ 2 _ _ )2
R (e U 4 Y
-1 2\

ie

=0.

(21/(372‘ ~ Tpe1) + Toyy — T} )

n
Opy1 + Zai exp I\

=1
Comme z; — 2,41 <0 (car les z; sont deux & deux distincts et classés par ordre croissant), on a

2y(@; — Tpyr) + 3%, — 37
22

lim exp =0,

Yy—>+oo

donc, en passant a la limite (et comme la somme est finie), on obtient, par unicité de la limite,

n
1+ Y a;x0=0, donc ap =0.
i=1

n
On a alors ). a;7,, (72x) = 0, avec les z; deux & deux distincts, donc, d’apres Py, o; = 0 pour tout i € [1,n]].

i=1
On a donc bien «; = 0 pour tout ¢ € [[1,n + 1]], et on a donc bien établi P,,;.
Conclusion : D’ou, par récurrence, la propriété demandée.
e La famille (7,,(72x))zer est donc libre (car toute sous-famille finie est libre) et génératrice de H, donc c’est une
base de H.
e De méme qu’a la question précédente (en remplagant 2\ par \), on peut montrer que toute sous-famille finie de
(72(7A))zer est libre, et donc que la famille (7,(7x))zer est libre.
De plus, elle est génératrice de G, donc c’est une base de G.
e Comme, pour tout x € R, C(7(7x)) = exe(722), avec ¢y # 0, C transforme une base de G en une base de H,
donc réalise une bijection de G sur H.
e Ceci assure 'existence d’une unique application linéaire D : H — G telle que D o C(g) = g pour tout g € G et
C o D(h) =h pour tout he H et on a D =C"",



13. (a)

Rq : On avait déja le caractére surjectif de C par définition de H = C(G).

On aurait alors pu montrer le carctére injectif en écrivant : Soit g = Z a7z, (72) € KerC, ot les x; sont deux d
i=1
deux distincts (quitte & regrouper deuz termes de la somme dépendnat du méme x; ).
n

Alors C(g) =0 < > a;74,(72x) =0, donc a; =0 pour tout i[[1,n]], donc g = 0.
i=1
1l ne reste plus alors qu’a conclure de la méme facon, car on a alors prouvé que C : G — H est bijective.

Pour tout h e H, h = (C o D)(h) =C(D(h)), donc, par définition de C, pour tout z € R,
W) = C(D(h))(x) = (7o ()ID(h)).

Remarquons que, pour tout h € H, D(h) € G c £ (ou la derniere inclusion vient du fait que G est engendré par des
éléments de £).
e Pour tout (hy,hs, hs) € H3, pour tout « € R,
(ahy + halhsg)y = ex(D(ahy + ha)|D(h3))
=cx(aD(hy) + D(ha)|D(h3)) (par linéarité de D)
= acx(D(h)|D(h3)) + ex(D(h1)|D(hs))
(par linéarité a gauche de (.|.), qui est un produit scalaire d’apres 8a)

= a(halhs)a + (halhs)w,
donc (.].)3 est linéaire & gauche.
o (.].)3 est symétrique par symétrie de (.|.).

o (.].)3 est linéaire & gauche et symétrique, donc bilinéaire.
e Pour tout h € H, (hlh)y = cx (D(h)|D(h)) > 0, avec égalité si et seulement si (D(h)|D(h)) =0 <« D(h) =0 (car
T — e

>0 >0
(.|.) est un produit scalaire), donc, comme D est une bijection, si et seulement si h = 0.

(.| )% est donc défini positif.
e (.].)3 est donc bien un produit scalaire sur H.

Comme C(75(yx)) = ea7z(722), on a

Do C(12(7)) = D(eatz(720)) = exD(72(721)),

done D(r,(121)) = iD 0 C(ra(m2)) = ém(w)-

Par suite, pour tout x € R,

(72 (v2)M)# = ex(D(72(722))|D(h))  (par définition de (.[.)3)
= (exD(7:(v2x))|D(h)) (par linéarité & gauche de (.|.))
= (12 (7A)|D(h))(d’apres le calcul préliminaire de cette question)
=h(z) (d’apres la question 12c).

Pour tout = € R,

[h(@)] = (7o (v22)|7)
< e (y2x) I |l (d’aprés Cauchy-Schwartz).

Or, pour tout x € R,

HTCE('VD)H?-L = (7o (v2x)|72 (720 ) ) #
=ex(D(7(v2a)|D (12 (y21)))  (par définition de (.].)3)

1
= —(mx(v)I7z(72))  (d’apres le calcul fait au début de la question précédente)
N

1 *“exp(_(y—/\m)Q)exp(_(y—x)Q)dy

Cy) J—oo A
1 +00 2y — 2

L[ 2,
C) J—oo A

1 +oo 2u?
=— exp (—)\) du  (en posant u =y — x. Toutes les hypotheses sont vérifiées)
C) J—o0

=cy

:]_’

donc on a, pour tout x € R,
[h(@)] < |72 (v2x) el Bll2e < [R5,

ie [hfeo <[]



PARTIE V

14. e Si tous les a; sont nuls, alors J, = 0, atteint uniquement pour h = 0.

15.

En effet, on a J, > 0 comme minimum de nombres positifs, et, pour h =0, J(0) =0, donc J* < J(0) <0, et, par suite,
Je =0.

On a alors J(j) = J, < |h]3 =0 < h =0 (hypothese de séparation pour une norme).

e Supposons a présent qu’au moins un des a; est non nul, et, quitte a les renommer, on supposera que aj # 0.

+
Supposons que S, posséde au moins deux éléments distincts g et h. Alors, j = g € S car j € H (comme combinaison

g(x;) + h(z;)  a;+a;

linéaire d’éléments de H) et pour tout i € [[1,p]], j(x;) = 5 5 = i

De plus,

R PP 1
TG) = 513l = glo + Pl = g (lgle + gl + 2(alh)w)

1
=3 (2J, +2J. +2(glh)%) (par choix de g et h)

1 1
=—J.+-(g|h
B + 4(g| e,
1 1
< §J* + Z”gHHHh”H (d’apres Cauchy-Schwarz)
1 1
= ij* + ZQJ* (toujours par choix de g et h)
=J,

Or, par définition de J,, on a aussi J(j) > J,, donc on a égalité, et, par suite, on est dans le cas d’égalité de Cauchy-
Schwarz, donc (g, h) est liée, donc, quitte & inverser g et h, il existe p € R tel que g = ph.
Enfin, g(z1) = a1 = ph(z1) = paq, donc, comme a7 # 0, on a =1, et, par suite, g = h, ce qui est exclu.
D’ot, par 'absurde, S, posséde bien au plus un élément dans ce cas.
Pour tout hg € Hg, pour tout t € R, h+thy €S car
— h+thg € H comme combinaison linéaire d’éléments de H
— pour tout i € [[1,p]], . }
(I’L + tho)(l‘i) = h(xl) + tho(.ﬁi) =a; +tx 0= a;.

De plus, par définition de &, on a J(h +tho) > J(h), ie |h+tho|%, > | h|3.
Or
[P+ tholl3, = IRl3, +2t(hlho)s + £ hol3,,

donc R R ~
| +tholF, > [R]F, < 2t(hlho)a + [ holl3, > 0.

Si (hlho)x # 0, alors 3 )
2t(h|h0)7{ + t2 Hho H%—L t:O 2t(h|h0)7.[,

donc est du signe de (hlhg)w en 0% et de —(h|ho)z en 07. )
Comme cette quantité doit étre toujours positive, c’est exclu, donc (hlhg)s = 0.

16. (a) e Soit h € S,. Alors h € S par définition de S, et h € H§ d’apres la question précédente, donc h € S N H.

On a donc S, c SnH.
e Soit h e SnHj.
Alors, pour tout g € mathcalS, h — g € Hy car pour tout i € [1,p]], (¢ - h)(z;) = g(x;) = h(z;) =a; —a; =0.

On a donc
lglF = [k + (g-h)I%
= k|3 +|g-hl3 +2(h,g—h)y (car g—heHy et heHy)
| S —
=0
= |R[F, + g = bl > |B]3,
donc

. o1 1
Jo = inf J(g) = inf Slalz = SlRl3 = T (h),

et, comme par ailleurs J, = iant J(g)<J(h),ona J,=J(h) et heS,.
ge

On a donc S nHj c S..
e Par double inclusion, on a bien I'égalité : S, =S nH.



(b) Soit i € [[1,p]]-
Pour tout hg € Ho,

(72, (v22)|ho) 3 = ho(x;)  (d’aprés la question 13b avec hg € H)
=0 (par définition de Hy),

donc 7, (72x) € Hy (on a bien 74, (y2) € H). Par suite, Vect (72, (72x))1<i<p) © Hy comme sous-espace vectoriel
engendré par des éléments de H.

17. (a) hg est une interpolante si et seulement si pour tout i € [[1,p]], ha(2;) = a;.
Or, pour tout i € [[1,p]],

a; =h (1) = z 72, (123 (1)

Ty — T4 2
oy -2252°)

Kija; (par définition de K, en dimension d = 1, car |z; — z;|* = (z; — 2;)?)

M= I

1
KOZ)i

.
Il

—~

donc on a bien Ka = a.
(b) Pour tout (i,4) € [[1,p]]*,

(2 - ;)
Kij =exp TTon =Tz (v2x) (i) = (7o, (72,\)|ij(72,\))7{
d’apres la question 13b.
Notons (C4,...,C}) les colonnes de K.
Soit (B1,...,Bp) €RP tel que Y 3;C; =0.

j=1
Alors, pour tout i € [[1,p]],

P P
Y BiKij =0=3" Bi(7e, (v2x)|7e, (720))2 = 0
=1 =1

P
= (Txi (y2x)] Z Te, (’}/2)\)) =0 (par linéarité a droite du produit scalaire).
j=1 H

Par suite,

iﬁi (Ta:i (720)] iﬁrj(m)) =0,

i=1

H
=0
donc, par linéarité a droite du produit scalaire,
P P P 2
Y Bime (2| Y e, (v2x) | =0, de ||YBime,(20)|| =0.
i=1 j=1 ” i=1 H

p
On a donc )’ B4, (72x) = 0, donc, comme la famille (7, (721))1<i<p st libre (d’apres la question 12a) on a 3; =0

i=1
pour tout ¢ € [[1,p]].
La famille (C1,...,C)) est donc libre, ce qui assure l'inversibilité de la matrice carrée K.
Rq : Les écritures sont lourdes ici, mais, ce qu’on vient de montrer, c¢’est que si la famille (x1,...,x,) € E" est
libre, alors la matrice ((x;,2;))1<i j<n est inversible.

18. o Comme K est inversible, Ka =a < a = K 'a.
Par suite, en posant a, = K 'a, on a ha, interpolante, ie hqo, €S.
De plus, ha, € Vect ((7z, (721) )1<i<p) € Hi. On a donc h,, € SNHy = S..
e Comme S, contient au plus un élément (d’apres la question 14), on a donc S, = {hq, }.

1
e De plus, J, = EHh* [
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* *
Or, en notant v, = (af,...,a,), on a

el = (ia ()| 3 mm))
H

i=1 i=1
L L * *
= 2 Z ;O (Tazl (’Yz,\)|TmJ(72,\))
i=1j=1
p P
= Z Z oo K;;  (d’apres les calculs faits au début de la question précédente)
i=1j=1
P P
= Z o Z J=g
i=1 j=
P
=2 (af (Ka.)s)

donc

1 1
T = 5 lha s = 5V/aT (B

2
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