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CALCUL DIFFERENTIEL (Partie 1)
DERIVABILITE DES FONCTIONS VECTORIELLES

Cours

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle de R et n un entier naturel non nul.

On s’intéresse ici aux fonctions définies sur I et a valeurs dans R".

Ce sont des fonctions entre espaces vectoriels normés de dimension finie (R et R") donc les notions de
limite et continuité vues dans le chapitre ESPACES VECTORIELS NORMES s’appliquent & ces fonctions.

I. DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

A. DEFINITIONS

—{ Définition 1 }

Soit f: I - R™. Soit a € [.
» On appelle taux d’accroissement de f en a la fonction :
IN{a} — Rn
1
t —(f(?) - .
— (1) - f(a)

» On dit que f est dérivable en a lorsque son taux d’accroissement en a admet une
limite ¢ € R™ en a.

Dans ce cas, on dit que ¢ est le vecteur dérivé de f en a et on le note f'(a).

» Lorsque n =1, on retrouve les notions connues pour les fonctions a valeurs réelles.

» Par composition de limites :

f est dérivable en a < }lir% %(f(a +h) - f(a)) existe dans R™.

» f’(a) est parfois noté Df(a) ou %(a).

—{ Définition 2 }

On dit que f est dérivable sur [ lorsque f est dérivable en tout point de I.
— Rn
t o~ f(t).

On appelle alors fonction dérivée de f sur I et on note f’ la fonction

On note Z(1,R") I'ensemble des fonctions dérivables sur I a valeurs dans R™.



Interprétation cinématique :

On étudie un point mobile M(t) du plan dont la position est fonction du temps ¢ qui varie dans I.
Un repére (O, 1, 7) étant fixé, pour tout ¢ € I, on note f(t) = (z(t),y(t)) les coordonnées du point M (t).
La fonction f est la loi horaire du mouvement.

Si f est dérivable en t alors f/(t) est le vecteur vitesse du point mobile a l'instant ¢.

Si f est deux dérivable en ¢ (c’est-a-dire f est dérivable sur I et f’ est dérivable en t) alors f”(t) est
le vecteur accélération du point mobile a l'instant ¢.

R3

. L . . . I
On peut de méme s’intéresser a un point mobile de ’espace avec f : ; : (1), y(1), 2(1)) °

B. PROPRIETES

Soit a € 1.

— Proposition 3 (Développement limité de f a 'ordre 1 en a)

La fonction f est dérivable en a si et seulement s’il existe ¢ € Z(I,R") telle que

ltime(t) =(0,...,0) et £ e R™ vérifiant :

Dans ce cas, £ =

f'(a).

Viel, f(t) = f(a) +L(t-a)+ (t—a)e(t).

Autre formulation : Vhe R tel que a+hel, f(a+h) = f(a)+Lh+he(h) avec }Lin%e(h) =(0,...,0)

Corollaire 4 }

Si f est dérivable en a alors f est continue en a.

Attention, la réciproque est fausse (Contre-exemple : x — |z| en 0).

Proposition 5 (Fonctions coordonnées)

Soit & = (e, ...,e,) une base de R™.

Pour tout t € I, on note

f1(t)
jé(t)

£u(t)

le vecteur-colonne des coordonnées de f(t) dans 4.

La fonction f est dérivable en a (respectivement sur I) si et seulement si toutes ses fonctions
coordonnées fi,..., f, sont dérivables en a (resp. sur I).
n

Dans ce cas, on a f'(a) = Y fi(a)ey.
k=1

En particulier, si £ est la base canonique de R", on obtient :

f:

I - R"
t = (fl(t)>"-7fn(t)

Dans ce cas, f'(a) = (f{(a),..., fl(a)).

) est dérivable en a si et seulement si Vk € [1,n], fi est dérivable en a.
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Exemple 1 : Soit f application définie sur R par f(0) = (0,0) et si t #0, f(¢) = (t2 sin E’t2 cos %)

Montrer que f est dérivable sur R et déterminer f’.
Donner le développement limité a 1’ordre 1 en 0.

Exemple 2 : Soit f:1 — R".

Montrer que f est constante sur [ si et seulement si f est dérivable sur [ et VYt e I, f'(t) = (0,...

II. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVABLES

,0).

— Proposition 6 (Combinaison linéaire)

» Soit f: I >R"et g: I - R™ Soit a € [.

(Af +9) (a) = Af'(a) + g (a).
» Si(f,g)c¢ (Q(I,R”))2 alors pour tout Ae R, A\f + ge Z(I,R") et on a :
(Af+9)' =Af"+g"

Par suite, Z(1,R") est un R-espace vectoriel.

Si f et g sont dérivables en a alors pour tout A € R, Af + g est dérivable en a et on a :

— Proposition 7 (Composition)

» Soit p: I >Ret f:J—->R*avec p(I)cJ. Soit ael.

(f o) (a) = ¢'(a)-f'(p(a)).
» SipeP(I,R)et feD(J,R") avec p(I)c J alors fope P(I,R") et on a :

(fop) =¢" (fop).

Si ¢ est dérivable en a et f est dérivable en p(a) alors foy est dérivable en a et on a :

— Proposition 8 (Composition avec une application linéaire)

» Soit f:I - R” et L:R" - RP une application linéaire. Soit a € I.
Si f est dérivable en a alors Lo f est dérivable en a et on a :

(Lo f)(a)=L(f'(a)).
» Si feZ(I,R") et Le L(R",RrP) alors Lo feP(I,RP) et on a:

(Lof) =Lof.




— Proposition 9 (Composition avec une application bilinéaire)

Soit f: I > R" g:I - RP et B:R"”xRP - R une application bilinéaire.

On note
R4

] -
BU9 4 L B(ra),90)).

» Soit ael.Si f et g sont dérivables en a alors B(f,g) est dérivable en a et on a :

(B(f,9)) (a) = B(f'(a),9(a)) + B(f(a),d'(a)).

» SifeP(I,R"), ge Z(I,RP) et B est une application bilinéaire de R" x R dans R¢
alors B(f,g) € Z(I,R?) et on a :

(B(f,9)) = B(f'.g) + B(f.g').

Ezxemples d’applications bilinéaires :

. , o RxR* - R» e
» Produit : L’application (M) = Az est bilinéaire.
» Produit scalaire : L’application RfxR™ ~- R est bilinéaire.
(z,y) = (2,9)

FExemple 3 :

1. Soit fe Z(I,R) et ge Z2(I,R").
Montrer que f.g € Z(I,R") et déterminer (f.¢)'(t) pour tout ¢ € I.

2. Soit fe Z(I,R") et ge Z(I,R").
Pour tout ¢ € I, on note ¢(t) = (f(t),g(t)) ou (.,.) est un produit scalaire sur R".
Montrer que ¢ € Z(I,R) et déterminer ¢'(t) pour tout t € I.

Exemple 4 : Soit (.,.) un produit scalaire sur R”. Soit a € R™. Soit (f,g) € (.@(I,R"))Q.
Montrer la dérivabilité sur I et dériver les fonctions ¢, @9 et 3 définies pour tout ¢ € I par :

p1(t) = (a, f()), @2(t) = [F(D)]* et @3(t) = [f(D)]

en supposant pour 3 que f ne s’annule pas sur I.

Application : Soit (a,b) € R? avec a < b. Soit f € €([a,b],R") n 2Z(]a,b[,R").

On note |.| la norme associée au produit scalaire canonique sur R”.

1. Inégalité des accroissements finis :
En utilisant la fonction ¢ : ¢t~ (f(b) — f(a)| f(t)), montrer qu’il existe ¢ €]a,b] tel que :

[£(0) = f(a)] < (b=a) ] f ().

2. En utilisant la fonction f : ¢~ (cos(t),sin(t)), montrer que 1’égalité des accroissements finis
n’est pas valable pour les fonctions vectorielles.



— Proposition 10 (Composition avec une application multilinéaire)

Soit p e N* et fi : I - R™ pour tout k € [1,p].
Soit M : R™ x --- x R™ — RY une application p-linéaire.

On note
R4

/] -
M(fi,.... fp): t - M(fl(t)a---afp(t))'

» Soit a € I. Si pour tout k € [1,p], fr est dérivable en a alors M(fi,..., f,) est
dérivable en a et on a :

(M(f1,-.-, ) (a) = gM(fl(a),...,f,;(a),...,fp(a)).

» Si pour tout k € [1,p], fr € Z(I,R™) et M est une application p-linéaire de
R x ... x R% dans R? alors M (f1,...,fp) € Z(I,R9) et on a :

(M(frsoi ) =S M(frseos floo f):

k=1

Ezxemple 5 : Soit % une base de R™. Soit (f1,..., fn) € (.@(I,R”))n.
On pose pour tout t € I, (t) = detz(fi(t),..., fu(t)).
Montrer que v est dérivable sur I et déterminer ¢’.

Application : Soit a et b deux fonctions continues sur un intervalle I a valeurs dans R.

On suppose que ¥; et ys sont deux solutions de ’équation différentielle y” + a(t)y’ + b(t)y = 0.
yi(t) yi(t)
y2(t)  ys(1)
Déterminer une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par le wronskien.
En déduire que si le wronskien s’annule alors le wronskien est la fonction nulle.

On appelle wronskien Papplication définie par : Vt e I, w(t) =

III. FONCTIONS DE CLASSE %*

Soit f: I - R™. On pose la définition suivante par récurrence :

Lorsque f est dérivable sur I, on note f(1) = f’.

Pour k € N*, on dit que f est (k+ 1) fois dérivable sur I lorsque f est k fois dérivable sur I et f(*)
est dérivable sur I. On note alors f(k+1) = (f(k)),

—{ Définition 11 }

» Soit k € N*. On dit que f est de classe €% sur I lorsque f est k fois dérivable sur 1
et f(®) est continue sur I.

» Ondit que f est de classe € sur I lorsque [ est de classe €% sur I pour tout k € N*.

Pour tout k € N* U {oo}, on note €*(I,R") I'ensemble des fonctions de classe €* sur I.

Tous les résultats du paragraphe précédent (le deuxiéme point des Propositions 6 a 10)
sont valables en remplacant & par ¢*.

En particulier, €*(I,R") est un R-espace vectoriel.
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Pour le calcul, on a les résultats suivants :

— Proposition 12

Soit k e N*.
» Si(f,g)c¢ (‘gl‘f(I,R”))2 alors pour tout A€ R, \f + g€ €*(I,R") et on a :

(AT +)® = A ® 4 g®.
» Si fe@*(I,R") et Le L(R",RpP) alors Lo fe€*(I,RP) et ona :
(Lo f)® =Lo(f®).

» Formule de Leibniz :
Si fe€*(I,R"), ge €*(I,RP) et B est une application bilinéaire de R™ x RP dans
R alors B(f,g) € €*(I,R?) et on a :

k

BUN® =3 (5)BO,g0)

=0

Cas particulier du produit : Si f € €%(I,R) et g € €*(I,R") alors f.g € €*(I,R") et on a :

k
(1)@ =3 () rerg0.

1=0

Ezemple 6 : Pour tout n € N* et tout z € R*, on pose f,(x) = a"lel/s.

ellx
Montrer que pour tout n € N*, f,, est de classe € sur R* et pour tout z non nul, ffln)(x) =(-1)"—.
x



