Corrigé de CCP PC 2008 Mathématiques 1

PARTIE 1

I.1 Soit (A1, Az, ..., An) € (R4)™. La matrice diag (A1, ..., A,) est une matrice carrée réelle et symétrique d’ordre n et de
valeurs propres A, As, ..., A, comptées avec multiplicité.

1.2 a) Soit M € My(R) admettant —1 et 1 comme valeurs propres. Alors (X — 1)(X + 1) divise son polynome
caractéristique xps. Comme s est un polynéme unitaire de degré 2, on en déduit :

xv=X+1D)X-1)=X?-1.

. 1 . . Y - .
1.2 b) La matrice S = (? O) est une matrice carrée réelle symétrique d’ordre 2, positive, et son polynéme carac-

téristique est :
X -1

_ %2 _1_ _
XS—‘1 X‘—X 1=X+1DH)(X-1),

donc : Spr(S) = {-1,1}, donc S convient.

0 0 O
1.3 La matrice S= |0 0 1 | convient, car S est carrée réelle symétrique d’ordre 3, positive, et son polynome

01 0
caractéristique est :

X 0 0 X 1
xs=|0 X -1 :X‘—l X ':(X—l—l)X(X—l),
0 -1 X

donc Spg(S) ={-1,0,1}.

01 00
. 10 00 . L s , o R
1.4 La matrice S = 00 0 1 convient, car S est carrée réelle symétrique d’ordre 4, positive, et son polyndéme
0 010

caractéristique est, par utilisation du théoréme sur le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs :

X -1 0 0
-1t X 0 o] |X -1
=10 0 X —1_‘—1 X
0 0 -1 X

=X -1 = (X+1)*(X 1),

donc les valeurs propres de S sont —1, —1,1, 1 comptées avec multiplicité.

1.5 Raisonnons par I'absurde : supposons qu’il existe une matrice S carrée réelle positive (et symétrique) d’ordre 3
admettant pour valeurs propres comptées avec multiplicité : —1,—1,0.

On a: ys = (X + 1)2X, donc yg est scindé sur R.

D’aprés le cours, on a alors : tr (S) =(—1)+ (-1)+0=-2<0.

Mais, comme S est positive, les éléments diagonaux de S en particulier sont positifs, donc tr (S) > 0, contradiction.
On conclut qu’il n’existe aucune matrice S carrée réelle positive et symétrique d’ordre 3 admettant pour valeurs propres
comptées avec multiplicité : —1,—1,0.

1.6 a) Notons J la matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients valent 1.
Ona H = (a—-0b)I,+bJ.
Déterminons les valeurs propres de J.
Comme J est une matrice de rang 1, 0 est valeur propre de J et par le théoréme du rang, dim(Ey(J)) =n — 1.
Notons V' le vecteur-colonne dont tous les coefficients valent 1. On a JV = nV et V # 0,1 donc n est une valeur
propre de J avec dim(E,(J)) > 1.
La somme des dimensions des sous-espaces propres ne pouvent excéder n, on en déduit qu’elle vaut n et Sp(J) = {0,n}.
La matrice J est donc diagonalisable, il existe P € M, (R) inversible telle que J = Pdiag (0,...,0,n)P~L.
Par suite, H = P((a — b)I,, + bdiag (0,...,0,n))P~! = Pdiag(a — b,...,a —b,a — b+ nb) P~ 1.
Deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres donc les valeurs propres de H sont a + (n — 1)b (multiplicité
1) et @ — b (multiplicité n — 1).



1.6 b) Il est clair que, pour tout (a,b) € R?, la matrice H de la question a) est carrée réelle symétrique d’ordre n.

Pour (a,b) = (n,—1),on a:
a+(n—1)b=n—(n—-1)=120 e a—-b=n+12>0,

donc les valeurs propres de H sont toutes positives.
Mais les termes de H ne sont pas tous positives car b = —1 < 0.

On conclut qu’'une matrice carrée réelle symétrique d’ordre n, positive, dont toutes les valeurs propres sont positives
ou nulles n’est pas nécessairement positive.

PARTIE II
II.1 a) En notant X = (21 ... In)T,Y:(yl yn)T,ona:
n Y1
(X|Y)n:Z$iyi:($1 -rn) :)(TY'7
i=1
Yn

et comme le produit scalaire est symétrique : (X |Y), = (Y| X), =YX,

I1.1 b) D’aprés a) : X'SY = X' (SY) = (X |SY),
et XTSY =XTSTY = (SX)TY = (SX |Y),.
II.1c) On a:
||IPX|)?> = (PX|PX), = (PX)"(PX)=X"(PTP)X =X"I,X = X'X = || X|?

n?’

donc : ||PX]||,, = ||X]|n.

NB : On pouvait aussi dire qu’on sait par le cours que I’endomorphisme canoniquement associé & une matrice or-
thogonale est une isométrie (car la base canonique est une base orthonormée pour le produit scalaire canonique).

I1.2 a) On a, par produit par blocs :

(2| )iy = 27T = (5) (v)=xm v (1) =X 40TV = (X104 W

I1.2 b) Si X,Y sont orthogonaux dans R™ et si U, V sont orthogonaux dans R?, alors :
(Z | T)ner = (X | Y)n + (U | V)p =0,
=0 =0
donc Z,T sont orthogonaux dans R™"P,

II.2 c¢) La réciproque est fausse, comme le montre I’exemple

n=1 p=1 X=(1), Y=(1), U=(1), V=(-1),

() (2)

dans lequel on a Z L T et, cependant, onn'ani X LY ni U L V.

donc

I1.3 a) Remarquons d’abord que 'existence de D est assurée par le théoréme spectral : toute matrice symétrique réelle
est diagonalisable (par une matrice de passage orthogonale).
Il existe donc P € O,(R) telle que : S = PDP~' = PDPT.

U1
Soit Y= : | e M, 1(R). Ona:
Yn
A O 0
. Y1 Ay
0 . .
DY = . . = . ’
0
n A'ﬂ n
0 0o A) VY Y



donc :
n n

n
(DY |Y), Z i)Y Z Zozyl—ozz:yz—ozI\YII2

I1.3 b) Soit X € M,, ;(R) — {0}. Notons Y = PTX. On a :
(SX|X),=X"SX = X" (PDP")X = (P"X)"D(PTX)
=Y”DY=UHWY%§aMWi=aW”X%I=)aWW&
a) dc

(SX [ X)n

dou: ————— <«
|1 XT17,

I1.3 c¢) Soit X € M, 1(R) — {0}. Décomposons X sur une base orthonormale B = (V1, ..., V,,) de vecteurs propres de S :

X = ZwZVZ On a alors :

i=1
(SX | X)n (Z)\ x; Vi ij ) :Z)\ix? car B orthonormale et || X|? = Zm
i=1
d’ou :
SX | X
#za@(é’)ﬂ){) =a||X|]? = Z/\x —aZx = Zoz— ) 27 =0
XT3 P — A
>0 >0
— (Vi e{l,...,n}, (a—X\)z?= O) — (Vi e{l,..n}, N#a = z;= 0))
Ainsi, 'inégalité de b) est une égalité si et seulement si X est un vecteur propre pour la valeur propre «.
Ty Ty
I4a)OnaE=(X=| ! | eM (R)Vie[l,n,z; >0, =N X=| | € Mpy1(R)|z; >0
In Tp
T
Soit i € [1,n]. L’application polynémiale X = : — x; est une application continue de M, ;(R) dans R donc
Tn
Tl
X=1: | €M, 1(R)z; >0, est un fermé de M, 1(R).
Ty

Ainsi, E est un fermé de M,, 1 (R) en tant qu’intersection de fermés de M, 1 (R).

IT.4 b) e L’ensemble ¥ est la sphére unité de M, 1(R) pour la norme ||.||,, donc c’est un ensemble fermé et borné.
En tant qu’intersection de deux fermés, C' est un fermé de M, 1 (R).
De plus, comme C' C ¥ et X est borné, on en déduit que C' est borné.
Ainsi, C est un fermé borné de M, 1 (R).

II.4 c) En notant S = (s;;)i; et X = (z;);, on a :
QD(X) = XTSX = Z xisijxj = Z Sijxixj-
1<i,j<n 1<i,j<n
Ainsi, ¢ est une application polynémiale donc ¢ est continue sur M,, 1 (R).
I1.4 d) Puisque ¢ est continue sur M,, 1(R), & valeurs réelles, et que C est un fermé borné de M, 1(R) donc d’apres le

cours, @ est bornée et atteint ses bornes. En particulier, u = Sup ¢(X) existe et il existe Xy € C tel que p(Xp) = p
XeC

I1.4 e) Comme Xy € C C 3, on a || Xo||n =1, d’ott, d’apres I1.3 b) :

(SXo | Xo)n

p=p(Xo) = (5Xo | Xo)n = || Xo]|2 @

I1.5 a) i) Il est clair que W € E, et ona: ||[W|? = Z\mz\Q Zx =|X]? =1,



donc W € ¥, et on obtient : W € C.

I1.5 a) ii) On a, avec les notations de 1.4 ¢) et en utilisant I'inégalité triangulaire :

e =| X symas| < X lspmal ) S suled fesl = o).
1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n

I1.5 a iii) Par définition de p, puisque W € C, on a : u > (W), donc, d’apres ii) : u > |p(X)].

Mais, puisque X est un vecteur propre associé a la valeur propre v de S, on a SX = aX, donc :
P(X)=X"SX =XT(aX)=aX"X =a||X||2 =a
On conclut : g > |al.

I1.5 b) e D’aprés 114 e) et I1.5 a) iii), on a : a > p > |a| > 0, donc : o > 0.
e On a donc u = a(> 0), puis (W) = u = a. D’apres 11.3 ¢), il en résulte que W est un vecteur propre de S pour la
valeur propre a.

On conclut que S admet un vecteur propre positif associé a la valeur propre « (le vecteur W).

IL.5 ¢) Soit i € {1,...,n}.

e Par définition de «, on a déja : \; < a.

o Il existe X; = (71,...,7,)" €3 tel que SX; = \; X;.

D’une part : (SXz ‘Xz)n = (AZX,L ‘Xz)n = AZ||X1H2 =

D’autre part, considérons W; = (|21, ..., |z, [)T.

[|[W;| |2 = Z |z,|? = Zx? = ||X:||2 =1, donc W; € %.
— =

De plus, par définition de W; avec des valeurs absolues, on a : W; € E.

(SWi | Wi)n
Wil

Puis: (SX;|X;)n Zsijkx] Zsk]|xk| lzj| = —(SW;i | W).

On a donc : W; € C, d’ou, d’aprés 11.4 : = (SW; | W) < p=c.

On a donc : *Ai = *(SXz‘ | Xi)n < (SWi|Wy) £«
Ainsi : A\; < aet —\; < a, et on conclut : || < a.
PARTIE III
ITI.1 e Soit s € {2,...,n}. Ona Z; # 0 car X; # 0, et :

AX;
MsZz = (SY&X}- B 0 = 3Y1 Xl XZ = 0 = 0 =y 0 = ChZza

donc Z; est un vecteur propre de M, pour la valeur propre «;.

e Soit j € {2,...,p}.OnaT; #0car Y; #0, et :
Ty
ur = A sXaYT\ (0 _ Sleyl i (O )V=(.2 V=5(2) =57
T s X B Y; ) =0 S \BY; ) \pYy;) T\y; ) TP
BY;
donc T} est un vecteur propre de M, pour la valeur propre f;.
ITII.2 a) On a :

IVOasp = [(cosO)Xa[[7 +[[(sin0) Vi[5 = cos® 0]1.X,

o I 2 4 sin® 6||Y1|[2 = cos® 0 + sin® 6 = 1,

i

donc V() est unitaire dans R"*7.

IT1.2 b) D’aprés le théoréme spectral, il existe P € O, (R), @ € O,(R) telles que, en notant D = diag (aq, ..., o) €t
E = diag (81, ...,3y), on ait : A= PDP~! et B=QFEQ™!, d’ot, par produit par blocs :

M_AO_PDP”O_PO D 0\ (/P11 o
(0 5)= (" are)= (0 0) (0 2) (% oh)

4



-1
En notant R = (P 0 > , il est clair que R € O, ,(R) et que R ! = <P 0 ) .

0 Q@ 0 Q!

Il en résulte que le spectre de My est : ay, ..., oy, B, ..., Bp, avec multiplicité.

ITI1.2 ¢) i) On a, puisque 6; € ] — g g[

L =0 <= tanb; =0 < [y — a1 + (051—61)24—482:0

= V(i -B)2+4s2 =1 - B = (1 —B)? +4s’ = (1 — A1)? = 4s°=0 = s=0,

contradiction, donc 6; # 0.
™
IIL2 c) ii) Ona: (tan®;)(tan6s) = (tan6;) (tan (91 + 5)) — (tan 6, )(—cotan ;) = —1.

ITI1.2 c) iii) On a :

1 2s
tanfy = 7tan91 N 7/81 — oy + \/(oq — B1)? + 452
~25(B1i— a1 — /(o1 = )2 +4s?) _Bi—ar— V(a1 = B1)? + 452
(81 —a1)? — ((a1 — /1) + 432) 2s ’
d’on :
B —on

tanfy, + tan 6y =
Ainsi, tan 6 et tan 6, sont solutions de ’équation, d’inconnue ¢t € R :

_51—041
s

t2 t+(-1)=0,
N S S
c'est-a-dire : st + (a1 — f1) — 7= 0 ouencore: ag+st= 1+ -
s
tan@’

Ainsi, 07 et 65 vérifient I’équation «q + stanf = By +

II1.2 ¢) iv) On a, en notant # pour 6; ou 6 :

(cos9)AX) + s(sin0) X, Y] V3
N———
=1

(sinf)Yy ) - (cos 0)sYy XlTXl +(sin §) BY;
——

=1

A sX YT cos )X
MV (0) = <5Y1X1T é 1 ) (( ) X1

_ <(0089)a1X1 +s(sin9)X1) _ ((0059)(a1 +stan9)X1>

(cosB)sY1 + (sin0) 51 Y1 (sin6) (*81 + tafl 6 ) "

(cos0) X,
(sin @)Yy

D’autre part, V(6) # 0, car V() est unitaire, cf. 111.2 a).

— (a1 + stan ) < > = (a1 + stan )V (6).

s
On conclut que V' (6;) est un vecteur propre de M et que la valeur propre correspondante est p; = ag + stanf; = 81 + p—
noy
s
et que V(#s) est un vecteur propre de M; et que la valeur propre correspondante est ps = a1 + stanfs = 51 + g
2

I11.2 C) V) Notons F = (V(Gl), V(02)7 ZQ,Zg,...,Zn, TQ,Tg,...,Tp).
1)e (V(61) |V(02)),,, = (cosbi)(cos b2) (X1 | X1)n + (sinf:)(sin02) (Y1 | Y1),
0

= cos 61 cos Oy + sin 0y sin O3 = cos(f1 — 02) = cos 5 = 0.
e Pour tout i € {2,...,n} : (V(61)| Zi)n
et, de méme : (V(62) | Zi)n+p =0.
e Pour tout j € {2,...,p} : (V(61) |Tj)n+p = (c0861)(X1]0)n + (sinbq)(¥Y1|Y;), =0
et, de méme : (V(6;) ’Tj) 0.

+p = (COSGl)(Xl |X])n + (sin@l)(Xl |O)p = 0,

n-+p =

o D’apres I1.2 b), les Z; sont deux & deux orthogonaux entre eux, et les T; sont deux & deux orthogonaux entre eux.




On conclut que F est orthogonale.

2) e On a vu que V(61) et V(63) sont unitaires, cf. 111.2 a).

e D’apres I1.2 a), pour tout i € {2,...,n}, [|Zi][7,, = [|Xil|2 =1 et, pour tout j € {2,....,p}, |T}l[Z,, = IIY;]]2 =1.
Ceci montre que les vecteurs de F sont unitaires.

Ainsi, F est une famille orthonormale, donc orthogonale a vecteurs tous non nuls, donc est libre. De plus, F an + p
éléments et dim (R"™P) = n + p.
On conclut que F est une base orthonormale de R**?,

Il s’ensuit que les valeurs propres de M, sont, avec multiplicité, dans 'ordre correspondant a F :

o1 +stanby, 1+ stanfy, ag,...,ap, Ba,..., Bp.

ITI1.2 ¢) vi) On a vu en IIL.2 a) que les valeurs propres de M sont, avec multiplicité :

1,02, ...,0n, /817 ﬂ27 "'7/8177

ou encore :
aq, 61a Q, ..., 0np, ﬁ?w",ﬁp'

Les formules exprimant pq et ps en fonction de ag, 41, s donnent donc encore des valeurs propres de M, lorsque s = 0,
et méme, plus précisément, la liste obtenue a la question v) est encore valable lorsque o = 0.

PARTIE IV

IV.1 Soit A; € R tel que A; > 0. La matrice carrée d’ordre 1, A = (A1) est élément de S;(R4) et A\; est valeur propre
de A (avec multiplicité).

Ainsi, (P;) est trivialement vraie.

IV.2a)Ona: a=M+A1>—( X +--4+ Ay) >0
~— ~—
<0 <0
et : at+tX+-F A=A+ ) F Qo+ F X)) = A+ Ao+ F A+ A 2 0.

Ainsi, la liste (a, Ao, ..., \,) vérifie: a>0>X o> ...> X, e a+X+- -\, >0.
D’apres (P,), il existe A € S, (R) tel que a, Az, ..., A, soient les valeurs propres de A, avec multiplicité.

IV.2 b) Puisque A € S,,(R.), d’apres I11.5 b), A admet un vecteur propre unitaire positif associé a la valeur propre a.

IV.2 ¢) i) On prend p = 1, B = 0, qui est bien une matrice carrée réelle symétrique, et Y1 = (1), qui est bien un
A 8X1

sXT 0 ) , donc la matrice M proposée est bien de la forme (1)

vecteur propre unitaire de B. Alors : M, = (
introduite au début de la partie III.

IV.2 ¢) ii) e Avec les notations de II1.2, ona: a3 =a, ag = Ag, ...,y = A, f1 =0
et il n’y a pas de §8; pour j > 2.

D’ou :
—a+ Va2 + 4s? —a —Va?+ 4s?
tany = ——— tanfhp= —————
2s 25
—a++va?+4s2 a++Va?+4s? a— a2+ 4s?
U1 =ap + stanb; = a+ = ;M= ———————.
2 2 2
La liste des valeurs propres de M, avec multiplicité, est donc :
a++va?+4s2 a—+a?+4s? ) N
5 A2y ey Anpe

2 ’ 2

IV.2 ¢) iii) Prenons s = \/—A1Ant1, ce qui est possible car A\; > 0 > A, 41, donc —A1A,11 > 0. On a alors :

a? +45° = (A 4 Ag1)® + 4= M Ang1) = AT+ A2 — 20001 = (A1 — A1),

d’ott, puisque Ay > A\py1 0 Va2 +4s2 =X — Ay

puis :

a+va*+4s? 1 a—+Va?+4s2 1

M+ A1 + A1 — A1) = A, 5 = 5()\1 + A1 — A+ Ang1) = Ay

2 2



On conclut que, pour ce choix de s, les valeurs propres de M, sont : A1, Ag, ..oy Apy Apy1-

Ceci montre qu’il existe A (égale & M;) dans S, 11(R) telle que la liste des valeurs propres de A, avec multiplicité,
SOit : A1, A2, ooy Apy A, €t établit (Pyyq).

On conclut, par récurrence sur n, que (P,) est vraie pour tout n € N*.

IV.3 a) On remarque d’abord que la matrice A proposée est carrée réelle d’ordre 3, positive et symétrique.

Formons le polynome caractéristique de A :

A-1 -2 -3 A—6 -2 -3
vaN=| -2 A-1 -3 = A—6 A—1 -3
—3 =3 )\ |G OH@rO) N g 3 )
1 -2 -3 1 -2 -3
=(A-6)[1 A-1 -3 = A—6)|0 A+1 0
1 -3 | popeop 0 -1 A+3
A+1 0
:()\—6)‘ - )\+3’:(A—6)(A+1)(A+3)

On conclut : Spg(4) = {-3, —1, 6}.

IV.3 b) D’abord,ona: A\ >20< A >A3>X et AMi+X+ A3+ =22>0.
Avec les notations de IV.2 :

n=3,a=MA + M\ =6, S:\/—)\l)\4:\/ﬁ:3\/§.

Calculons X7, un vecteur propre unitaire de A associé a la valeur propre 6.
On a, pour tout X = (z y z)T e M3 1(R) :

T+ 2y+ 3z =6z -9 +2y+32=0 T =
AX =6X <— 2r+y+3z2=06y <— 20 =5y +32=0 <<= y=1,
3x 4+ 3y = 62 3x+3y—6z2=0 5 =
cette solution étant évidente.
1

Un vecteur propre unitaire pour la valeur propre 6 de A est donc X; =

La matrice M construite en IV.2 c) convient et on a :

_ A SX1 _
M, = (leT 0 ) -

% %k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k%

W W N =
W w = N
W o W w
O W W w



