6.8.2 Puits-Exercice 3

On étudie I’évolution d’une particule, de masse m, piégée dans un puits de potentiel infini de largeur a :
V(x) =0 pour 0 <x < aet V(x) infini en dehors de cet intervalle.
On consideére un état stationnaire de la particule, d’énergie E,, associé a une fonction d’onde de la forme :

2 . nTx
¢, (x) =,|=sin(—~) oiin=1,23...
a a
a-Donner la valeur de I’énergie E,. On pose E; = 7ity. Exprimer y en fonction de a, m et 7 puis E, en fonction
de n, 7 et Wy.
b-On consideére 1’état décrit par la fonction d’onde Pn(x,t) telle que Wn(x,t=0) = dn(x). Exprimer Wn(x,t).
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* En utilisant le résultat de la question précédente, donner I’expression de Y(x,t) pour t > 0.

c-On considére maintenant 1’état décrit par la fonction Y(x,t) telle Y(x,t=0) =

(4, (x)+9,(x)).

- . 1 1
* On définit les deux états suivants : ¢, (x) = T(d)l x)+d,(x)) et dy(x) = T (b, x)-0,(x)
2 2
Exprimer Y(x,t) en fonction de $a(x) et dy(x).
En déduire I’expression de la densité de probabilité de présence P(x,t) = |L|J(x, t)|2 . Montrer qu’elle oscille

a une fréquence V que 1’on exprimera en fonction de wy, puis en fonction de Eo, E; et h.

* Représenter 1’allure de a(x), de ¢o(x) et des densités de probabilités de présence associées. En déduire
I’allure de la densité de probabilité de présence de la particule en fonction du temps.
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a-On reporte ¢, (x) = 2 sin(ﬂ) dans I’équation de Schrédinger indépendante du temps :
a a

2 42 2 2 2252
L E[Ej sin(ﬂ):E\P sin™) = |g, =27
2m \Val\ a a a a

2m dx?2 " 2ma?
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Puis :| E, = n?i0w| avec ;| w, =

E,

2 . nTx, it 2 . nTX,
b-Ona:|W, (x,t)=,|— sin(2%)e = 1/— sin(2%)e Tt
a a a a
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B, _iB2, ‘ 4
donc: | W(x,t) = \/I[sin(E)e i +sin(2—m)e i ] = \/I[sjn(ﬁ)e‘lwot +sin(2—m)e_l4%t}
a a a a a a

LE L
c-o W(X,O):%[¢l(x)+¢2(x)] donc W (x,t) = [(I)l(x)e "o+, (x)e " ]

* En combinant les définitions de ¢a(x) et Pe(x), ona: ¢, (x) = % (¢, (x)+by(x))
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On remplace dans W(x,t) : W(x,t) = % [(d)g (X)+04(x)e @ + (0, (x) =y (X))e‘i“wol]

et: §,(x)=—=(d,(x)=4(x))

Y(x,t) :%[q)g(x)(e—iwot +e_i4%t)+¢d(x)(e_i%t — o i4ant )]

5 3 5 3 3
it iyt —iZayt —iTwpt iyt —iZayt
‘P(x,t):%[d)g(x)e 2 (e? +e 2 H+hpyx)e 2 (e?2 -e ? )]

43
WY(x,t)= % e 2 [(I) ()2 cos(% Wot) + 4 (x)2i sin(% W, t)}

5
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Finalement : |W(x.0)=¢ 2" {q) (0 cos(% Wyt) +id 4 (x) sin(% (.oot)}

Puis : P(x, 1) :|qJ(x,t)|2 = ¢§(X)cos2(%ooot)+¢§(x) sinz(%(oot)

P(x, ) =05 (x) % (1+cos(Bw,t) + 3 (x) % (1-cos(3w,t)) en linéarisant

Donc :| P(x, t) = % (07 () +03(x) +% (&5 (x) =3 (x)) cos(303, 1)

. . T
P(x,t) oscille a la pulsation 3w entre les valeurs P(x,0) = ¢§ (x) et P(X,E) = d)ﬁ (x)
La particule oscille entre le coté gauche du puits et le coté droit (voir courbes).
3(.00 _ E2 - El
21 h

La fréquence est { v =
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e b1(x)




