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Probléme n°1 : e3a PSI 2005

Al*a. Cfcours: pour calculer 'accélération, on utilise I'accélération particulaire ; on aboutit alors a :

U (av +v 6v) =2 (relation R1)

at ' ax ax
Al*b. Cfcours |div(uv) + % — o|ponc ,ua—v v 2y (relation R2)
—— Jat dx dx 0Ot
s . d a(s . d N
Al*c. Pour un systéme fermé, 6m = uéV = Cte, donc 7“ = —%. A entropie constante, ys = +%£, d’ol
= +l(a—”) (relation R3)
Xs u\or/
s v P, 2%v 9%p
* o _ _ 9P gv_ _
A2*a. (R1) conduita yg P o d’ou pg 7e2 Siox
oy 0y Of _ s 02w 9%H
(R2) conduit a g =t5. =0 d’ou y, T " omar
s SO . . . 9%v 9%p
(R3) conduit a i = pyxsp, d’ou la nouvelle expression de la ligne précédente : ooz = HoXs 55
~ . 2 e ; \ . aZV 6217
En supposant p au moins de classe C#, et en utilisant le théoréeme de Schwarz, on obtient : p ooz = —HoXs (—,uo ﬁ)’

. e 92 a2 . n ~
et donc en simplifiant, a_xz - Ho)(sﬁ = 0| Et on obtient la méme pour p.

A2*b. On a reconnu dans la question précédent I’équation de d’Alembert 1D, avec comme célérité, |C =

.. 1 NET] -
Numériquement, C = = — =|[1,6 km.s™?!
v1.103x4.10°10 21073

A3*a. Sik > 0, 'onde se propage dans le |sens X croissant|. La relation de dispersion s’obtient en reportant les

2
solutions fournies dans I’équation de d’Alembert : —k?v = é (—w?®)v, dou|k? = Cg—z )
Le vecteur d’onde est |k = % Uy |
.. 0 op . . .
A3*b. Avec la relation issue de (R1), u, a—: = —ﬁ, on obtient pour une onde harmonique, en notation complexe,
Hojwv o = —(=jk)P o, d'0lU|P o = toCV|
Pour une fréquence f = 50 kHz, (A = £l = 1800 _ 3,2 cm
7|~ s0000

C Affaiblissement des ultrasons

Cl*a. Les puissances considérées ici sont des puissances moyennes dans le temps.

Puisque P, = ffs < T, >- dS, et puisque I =< TI, >- 7, avec 7 vecteur unitaire indiquant la direction du

faisceau sonore, et avec dS = dS 7, il vient bien P, = JI; 1dS =15, puisqu’on nous dit que Pg se répartit

uniformément dans le cone.

Au niveau de I'émetteur, on adonc|Pg = I —
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—-Br

Cl*b. Puisque Pg = Pze 5" I'intensité sonore & une distance r de O est | = %. Et la surface S(r) est S(r) =
. . . (g R _—
mR?(r), avec R(r) rayon du disque a la distance r de 0.Ce rayon vérifie : tanf = % Et comme 0 est réputé

nD? _pr 2

. Vs rC - Ig——e D* f2e~BT D* f2ekf°T

« petit », tan @ = 0, d'ot R(r) = D" On en déduit I = 7_[4r2C2 =1Ig e | =g
4f2p?

De C2*a. On pose B = k7. I est de la forme : I = af2e~A1”, doncz—; = a(2fe PI* — 2Bff2e7F1%),

1
B
ui correspond au maximum cherché, et donc|fy, = 1 uislyy =1 plel I LA

q p ) M_\/k_ro'p M — Ekr3(,'2_ Ekrnge'

Lo d _ e ,
c’est-a-dire é = 2ae 'sz(f — Bf3). Cette dérivée s’annule pour f = 0 ou f = —. C’est la seconde valeur

Quand la fréquence f croit, le faisceau devient plus directif (cone plus fermé, car 8 est en 1/f), mais I'onde s’atténue

davantage en se propageant, a cause de e“ﬁfz.
I, étant en D*, ¢’est une fonction croissante de D, donc on a intérét a prendre un gros disque.

I, est en 1/7¢, donc la décroissance de I’intensité est plus rapide avec de 1’absorption que sans absorption
(car alors I décroit en 1/72).

Probléme n°2 : ccp psi 2011

1°) Loi des mailles et loi des nceuds.

i _ _wv v _ _at

On obtient le systeme habituel : priiie 5= )

2°) En utilisant le théoréme de Schwarz, on obtient que i et V vérifient I’équation de d’Alembert avec la célérité

1 0% 1 0% oV  10%W

c=—|:|55-===0]et |5 -5

VLC|'|9z2 c?ot? 9z2 2 ot?

Quand on demande la forme générale de V(z,t), la réponse attendue est :

‘V(z,t) =f(t-z/c) + g(t+z/c)‘. Le premier terme décrit une onde qui se propage sans déformation selon les z croissants,

le second une onde qui se propage sans déformation selon les z décroissants.

3°) Les conditions aux limites s’écrivent pour tout t : V(0,t) = V,e/®t et V(&,t) = 0 (court-circuit)

On obtient le systéme d’équations Vi, + Vipy = V| et \Vi_me_jke + Vpel*t = 0‘

, Vyelke —jVyelké jVoe—Jke
Onrésoutalorsen: Vi, = ——m5 = 0 =10
LU ejke_p—jke 2sin(ke) LT 2sin(ke)
° . Vrmejke
4°) On calcule maintenant : r = ——5 = —1
Vime Jke

5°) Dans le cas d’une sortie ouverte, la condition limite demandée est :[i(#,t) = 0| pour tout t.

6°) On peut répondre de deux facons :
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e On peut admettre que r est une fonction réelle continue de la variable R, réelle positive.
On avu que r(0) = —1. On nous précise que (R = +¢°) = 1. On peut donc dire qu’il existe au moins une
valeur R positive de R pour laquelle r=0. On a alors réalisé |’adaptation d'impédance‘.

e On peut aussi faire des calculs : a partir des équations de couplages, ona V; = Lci; = \/; I;

et I, = —Lci, = —\/% i,. La présence de R en bout de ligne impose :

On trouve bien que r = 0 pour R =R..
7°) La résistance « usuelle » d’'un GBF en TP est de .

8°) On nous donne V;(0, t), ce qui correspond a la fonction f(t) donnant la forme de I'onde incidente. S'il n’y avait

pas d’atténuation dans la ligne, on auraiten tout z: V;(z,t) = f (t - %) Et le court-circuit en bout de ligne

imposerait: V,.(8,t) = =V;(&,t) = —f (t — g) Et, du fait du temps de vol nécessaire pour revenir a I'entrée de la
ligne, ona V,.(0,t) = —f (t—%e). o.
TMNCOENTE

Pour le démontrer, on peut dire que I’onde
réfléchie étant « régressive », il existe une

fonction g telle que V,.(z,t) = g (t + f) — T [ '—"——
Toujours en supposant I'absence - ‘ J
d’atténuation, on aurait i = L Lt |

g(e+3)=—r(c-3)
dolg(t) = —f (t B 276)’ Somme des deux
puis V.(z,t) = —f (t + Z_Cze).

Vo

Vo(1-K)

A l'entrée de la ligne, 1a oU est 0
I’oscilloscope, on verrait passer au cours du

28
temps: 15.(0,t) = —f (t —7). —KVo

Ainsi par rapport a la forme correspondant a I’'onde incidente que I’on voit passer en z = 0 grace a I'oscilloscope, la
forme de I'onde réfléchie s’en déduirait en faisant une symétrie par rapport a I’axe horizontal (a cause du signe — de

. . , N 2€ _—
(—f)), et avec un retard temporel correspondant a la durée de I'aller-retour : (d’ou let — 7). Ce retard est réputé

inférieur a T/4.

Il ne reste plus qu’a ajouter un facteur multiplicatif d a I'amortissement :

I’onde réfléchie ne descend pas a —Vo, mais seulement a —-KV,, et /.(0,t) = —Kf (t - 2?8)

On obtient globalement (cf plus haut) la forme expérimentale proposée. On remarque que sur les figures de
I’énoncé, il manque I'information correspondant au « zéro vertical » sur les oscillogrammes.

9°) L’aller-retour fait 200m et provoque un retard que I’on peut lire en mesurant la largeur des pics de la premiére
figure de I’énoncé. Ce retard est d’environ 3 petits carreaux (sur la figure de I’énoncé), un grand carreau
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correspondant a 5 petits et a 2us. Le retard est donc del,2ps, ce qui correspond a une vitesse de propagation de

1,7.108m.sY. C’est \réaliste, car un peu inférieur a la célérité de la lumiére dans le vide.\

10°) Les graduations sont peu lisibles ... J’estime KV, a 15 petits carreaux, et Vp a 18 petits carreaux.

Donc |Kz0,83, arrondi a 0,8
mais nous garderons cette valeur dans les calculs.

. On constate sur les différents graphes que Vp ne fait pas toujours 18 petits carreaux,

Probleme n°3 : D’aprés Mines Ponts MP 2022

1°) On modélise grossiérement une araignée par une boule de diamétre d, dont la masse volumique est égale a celle de
, . 4 d3 a3
I'eau : my = .ueaugn? = l’leau?

AN my varie de |4 mg pour d=2 mm| /0,50 g pour d= 10 mm|

2°) Le champ électrique en tout point M a l'intérieur du condensateur plan formé par la surface de la Terre et

I'ionosphére vaut, en appliquant le théoréme de superposition : |E, = ';i' . Et puisque le champ est dirigé vers le sol, la
0

charge portée par le sol est négative et vaut o0 = —Eqep = —12.1071°C.m™2|.

A l'intérieur d'un condensateur plan, le champ est uniforme donc |U = zoE, = 7,2.106V|.

I'y a donc un rapport 20 par rapport a la tension mesurée, de valeur 360 kV.

|Le modéle de condensateur plan, avec un champ électrique uniforme n'est donc pas correcd. Il faudrait un modéle de
condensateur sphérique.

3°) Le potentiel électrostatique créé en un point M par une charge ponctuelle g située en O est

q

M) =——
VM) 4t OM

4°) Soit A; la position de la charge j dont on cherche le potentiel V créé par les 2n — 1 autres charges et soit Vi(Aj) le potentiel
créé en A; par la charge i.

D'aprés le théoréme de superposition, et en prenant par exemple j = 1,0na:

V=B iA) = i s 2,

=2 gmegris  AMEQA1A14nm =2 gmeomqA;
ou l'on a tenu compte de la répartition deux & deux symétrique des charges i # 1 par rapport & l'axe A;A4;4,.
D'apres la figure 2, toutes les charges sont situées a une méme distance radiale » = L sin a du centre O.

Les triangles 0 A, A; étant isocéles, on a A;A; = 2r sin (%) = 2Lsina sin (%)

De plus, 414, = 2r = 2Lsina.

IlvientV = — 1 +2 ?:2 ! —Dr ! [1 + ?:2 ﬁ]
Z sin(*5,)

4amegx2Lsina 4megx2L sina Sin(_n) " 8megLsina

En remplacant i — 1 par k, on obtient bien la formule de 1’énoncé, avec ;

q n-1 2
V:pns Lsina 1+Z (ﬂk)
0 k=1sin
2n
5°) L’expression de 1’énergie d'interaction électrostatique d’une charge g soumise & un potentiel V est .

6°) Ici, toutes les charges sont identiques et les expressions du potentiel V créé par les 2n — 1 autres charges sont
également toutes identiques, par symétrie.
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1+ X

N.B. : Le facteur > est nécessaire pour ne pas compter deux fois l'interaction entre les charges.

On adonc U(a)——Z] 1q;V =nqV,donc U(a) = ——

anoL sina

7°) De facon générale, une position d’équilibre correspond & un fextrémum d’énergie potentiellg. Et ¢’est un minimum
pour une position stable.

o L auv _ q? n-1 2 —cosa) _
8°) On cherche les valeurs de a qui vérifient o — 1+ Xk21 —sin(%)] (sinza) =0.

Ainsi, le position d’équilibre correspond a|a = —|. Et ¢’est bien un minimum de U, parce que U devient trés grand quand sin

T
2
tend vers 0, c'est-a-dire quand « tend vers 0 ou

On pouvait se douter de cette valeur de a car c’est elle qui permet d’avoir le plus grand éloignement entre les charges, qui se
repoussent car elles sont toutes de méme signe.

9°) Compte tenu des hypotheses simplificatrices, I’énergie mécanique de I’ensemble des fils est la somme de 1’énergie
cinétiqueetde U : E,, = U + E Et comme les fils sont supposeés avoir tous le méme mouvement et que chaque
masse m, située a une distance = de S, est en rotation autour de S, avec une vitesse de valeur = a on obtient
1 L2 2 1 )
m=U+2nx= m—az—— Z —| + —nmlL?a?
2 4 8meyL sin a k=1gin (ﬂk) 4
2n

Puisqu’il n’y a pas de travaux de forces non conservatives, le théoréme de 1’énergie mécanique appliqué a I’ensemble

des 2n masses, dans le référentiel de 1’araignée, supposé galiléen, s’écrit E,,, = Cte, d’ ou Em dt = 0.

A 2
Il vient : 22
8megl

sinZ a

-1 2 —cosa . 1 2. .
[1 + ZLl—Sm(,ZﬂD] (— )a ++snml ad = 0.

L’une des solutions est 1’équilibre (¢ = 0), et ’autre donne 1’équation différentielle du mouvement :

cosa 1 2. . . . q? —-cosa 2.
WOL G(n )(sinza) +5nmL & = 0, qui se simplifie en 4MOLG(n)( , a) +mL°a=0

sin2

—Ccosa _ sine
ina  cosle

Dans le voisinage de la position d’équilibre, ¢ = = + €, avec |e| << = Donc Eta =¢€.

sine

_ =€ D0u€+

3
dont la pulsation est w, = g /47:;(:&’ et la période est|T = 47" /%
0

Pour ce qui est de la stabilité de 1’équilibre, on I’a déja dit a la question précédente : puisqu’elle correspond a un
d’énergie potentielle, elle est .

Alordre 1 en €,

—3 G(n)e = 0 On reconnait I’équation différentielle d’un oscillateur harmonique,

10°) Quand le systéme est immergé dans le champ électrique terrestre 50 existant au niveau du sol, le potentiel
électrostatique comporte un terme supplémentaire V', et I’énergie électrostatique du systéme comporte un terme
supplémentaire U’ :

Ey=—Eyti, = — grad V' conduita V' = Eyz + Cte.Et,enS,z=0et V' = V(S), d’oa V' = Eyz + V(S).

L’énergie électrostatique associée a V' est U’ = 2nqEyL cos a + 2nq V(S).

L’énergie électrostatique totale est ainsi : |Uyr = G(n) + 2nqEyL cosa + 2nq V(S)|.

8megLsina
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11°) L’équation permettant d’obtenir I’expression de l'angle a a I'équilibre est % = 0, c’est-a-dire

nq? —cosa) . _ s, | —a _ 2.3
po—, G(n) (sinza) 2nqEyLsina = 0, d’ou Tomes G(n)cosa = EyL” sin” a|.

12°) La force extérieure s’exergant sur 1’araignée est F= 2nq EO . Elle est donc verticale ascendante, puisque g < 0.

Pour soulever les plus petites araignées, il faut un nombre de fils tels que la force électrostatique compense le poids,

L . mgg - 4107%x10
’ a > ’ > g ' > = -.
c’est-a-dire 2n|q|Ey = myg, d’oun = 2lalEe Numériguement, n > 020 1,7.10

C’est trop €levé. Le modéle doit étre perfectible !

Probléme n°4 : CHIMIE

|) On étudie un procédé industriel de préparation de nitrate de potassium KNO3 (qu’on notera A), dont le dispositif
est décrit dans le document ci-dessous.

« Un évaporateur est alimenté par 600 kg/h d’une solution de nitrate de potassium a 20% (en masse) dans I’eau, de
facon a concentrer cette solution a 50% de KNO5. La solution, récupérée en sortie d’évaporateur, est introduite dans
un cristalliseur, ou elle est refroidie a 10°C. Une filtration en sortie de cristalliseur permet de séparer le nitrate de
potassium solide humide (contenant 4% d’eau en masse) du filtrat, qui est recyclé vers 1’évaporateur. Ce filtrat
contient 25 grammes de KNO3 pour 100 grammes d’eau ».

Dans le schéma ci-dessous, les D,,x représentent les débits massiques (en kg/h) des solutions X, et les wy représentent
les fractions massiques de KNO5 dans les solutions X.

e

pure We D
. ; cristaux humides C
.‘JUI"HH(}” A ['U”('["”!-‘TI! B
. S .
—  Evaporateur |  Cristalliseur >
W, DmA Wi, DHIIH Wey D,”(.
filtrat F
We DMJF

1°) En analysant attentivement le descriptif ci-dessus, on a immédiatement :

[Dyns = 600 kg.h™!| [wa = 20%] [wg = 50%] [wc =96%] [weg=0] et |wp=—==20%|

" 125

2°) Pour I’évaporateur, 1’équation de conservation de la masse globale est : |DmA +Dpr =Dy + DmB| (D

Pour I’évaporateur, celle de conservation de la masse de KNO5 est |wADmA + WgDpp = WgDpp + WBDmB| (2)

Pour le cristalliseur, I’équation de conservation de la masse globale est : |DmB =Dy + DmF| 3)
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Pour le cristalliseur, celle de conservation de la masse de KNO; est |WBDmB = wcDpe + WFDmFl (4).

Et comme wE = 0, (2) se simplifie en waDy 4 + WgDipp = WgDpp  (2).

3°) (2) et (4) donnent waDyua + WeDynr = WeDpe + WeDpp, 200 Dy = 22 Dy = 2600 =1,2.10%kg.h™1|.

Wwc

(1) et (2) donnent DmA + DmF = DmE + Dmc + DmFa d’Ofl DmA = DmE + DmCl puis DmE = DmA - DmC-

wa

DONG | Dy = Dra (1 - W—C) = 22600 = 4,8.10%kg.h™*

_ WBDmB=WcDmc _ WB(Dmc+Dmp)=WcDme _WwB\ _ Dmc(wp-wc)
(4) et (3) donnent D, = e = e ,donc D, (1 WF) = e :

(wp—-w¢) _ wa (Wp—wc¢) _ 2046 600 =~ Z’Olozkg h™1

WEF—Wpg Wc WE—Wp maA 96 30

pUiS | Dimr = D¢

wa Wp-w¢) D

w
(3) donne alors Dyg = Dype + Dy = W_?DmA + we wp—wp _MA

Dot |Dp = 24 (1 + EE2D) p = 2(1 4+ 22) 600 = 2(22) 600 ~ 3,2.10%kg.h~?

wc WF—Wp

4°) Le premier principe industriel appliqué entre 1’entrée et la sortie du réacteur adiabatique, donne :

UeauDyp dt (hg_h,) = 0, cest-a-dire, en imaginant 2 étapes fictives (d’abord uniquement la réaction isotherme, puis
uniguement le changement de température : oy Dy Cpeau(Ts — Te) + A HOVV =0,

Or, [Bls=[Bl. — ';—V, c'est-a-dire [B].(1 — a) = [B], — 1;—V, donc vV = D,a[B], = Dyac,.
Il vient ey Dy Cpeau(Ts — Te) + ArHDyacy =0,

ou plus simplement, Dv(,ueaucpeau(Ts -T,) + ArHO(ZCo) =0.

-ArHac,

Onendéduit:|Ty, =T, +

HeauCpeau




