Cours n°6

Nous avons vu qu’apres avoir traduit un algorithme en un programme syntaxiquement correct, il fallait s’as-
surer que ce programme terminait et retournait un résultat correct lorsque les préconditions portant sur les

Complexité des algorithmes

arguments sont respectées.

Le probleme suivant est celui des performances du programme produit : un programme correct ne sert a rien

en pratique s’il prend un temps déraisonnable pour retourner son résultat.

Exemple On programme deux fonctions, subtilement différentes, pour calculer I'écart-type d’une liste de
nombres flottants. On rappelle la définition mathématique de I’écart-type d’une série (xi,...,x,) de nombres

réels :

from math import sqrt

def moyenne(lst: list[float]) -> float:

S =20.0
for x in lst:
S=S+x

return S / len(lst)

On peut prouver la correction totale des deux fonctions ecart_type_1 et ecart_type_2 sous la précondition

que st est une liste non vide de flottants.

On mesure le temps d’exécution, en secondes, d’'un appel a chacune des deux fonctions ecart_type_1 et

N |
ou x=-— in.
n i=1
def ecart_type_1(lst: list[float]) -> float:

def

S=20.0
for x in lst:

S =S + (x - moyenne(lst))x*x*2
return sqrt(S / len(lst))

ecart_type_2(lst: list[float]) -> float:

S=20.0
moy = moyenne(lst)
for x in lst:
S =S+ (X - moy)x*xx2

return sqrt(S / len(lst))

ecart_type_2 en faisant varier la taille de la liste fournie. On obtient les résultats suivants :
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1. Des deux fonctions ecart_type_1 et ecart_type_2, laquelle semble la plus efficace pour calculer un
écart-type ? Expliquer succinctement pourquoi.

2. ATaide d’une lecture attentive des deux graphiques, proposer une formule donnant approximativement
le temps t(n) de calcul de ’écart-type d’une liste de n flottants, et ce, pour chacune des deux fonctions.

3. Estimer le temps de calcul de 'écart-type d’une liste de 1000 éléments par chacune des deux fonctions.
Méme question pour une liste de 1 000 000 d’éléments.

4. Pour une liste de n éléments, calculer pour les deux fonctions le nombre d’opérations arithmétiques
(+, -, *, /, xx) effectuées pour obtenir I'écart-type de la liste.

1 Concepts de base

1.1 Notion de complexité

L'exécution d’'un programme a un cofit, qui a deux aspects :
* le temps que prend 'exécution du programme ;
* la quantité de mémaoire utilisée par le programme lors de son exécution.

Ces deux cofits ont tendance a augmenter lorsque la taille des entrées du programme augmente.
Définition 1
La complexité d’'un algorithme est 'expression de son cofit en fonction de la taille (ou des tailles) de ses
entrées. Plus précisément :

* La complexité temporelle évalue le temps nécessaire pour exécuter la fonction.

* La complexité spatiale évalue 'espace mémoire nécessaire pour 'exécuter.

La taille des entrées est toujours un entier naturel. Il s’agira la plupart du temps :
* la valeur d'un nombre entier n qui est parametre d’une fonction,

* Parfois, on considérera que la taille d’'un entier est le nombre de chiffres nécessaires pour Iécrire en
binaire. Mathématiquement, il s’agit du nombre entier p = [log,(n)];

* de la longueur d’une liste, d'une chaine de caracteres parameétre d’une fonction; du nombre de clés
d’un dictionnaire.

Nous nous concentrerons surtout cette année sur ’évaluation de la complexité temporelle.

1.2 Complexité dans le pire des cas

Prenons 'exemple de la fonction de recherche « naive » d'un élément dans une liste :

def recherche(lst: list, obj) -> bool:
pos, trouvé = 0, False
while not trouvé and pos < len(lst):
# trouvé dit si obj est dans lst[0:pos]
if lst[pos] == obj:
trouvé = True
else:
pos = pos + 1
return trouvé

La taille du probléme est clairement la longueur n de la liste 1st.
Remarquons que le nombre d’itérations de la boucle while ne va pas seulement dépendre de n, mais aussi de
la position de I'élément recherché dans la liste :



* une seule itération si obj se trouve au rang 0 dans la liste 1st;
* k+1 itérations s’il se trouve au rang k — 1 dans la liste;
* n itérations s’il ne se trouve pas dans la liste.

Ici, la complexité de 'algorithme ne dépend pas seulement de la taille des entrées, mais aussi de leur valeur
exacte : comment évaluer la complexité de cette fonction ?

Méthode 2

On évalue en général la complexité d’'un algorithme dans le pire des cas. Pour une/des taille(s) d’entrées
donnée(s), on fait systématiquement les hypotheses les plus pessimistes en terme de cofit d’exécution, et
on cherche alors a trouver un majorant du résultat exact.

Remarques

1. Dans I'exemple ci-dessus, les cas les pires sont les situations ot I’élément ne se trouve pas dans la liste. La boucle
effectuera alors le nombre maximal d’itérations, n, et le temps pris par 'algorithme sera a peu pres proportionnel
a n. Pour cet exemple, on dit que la complexité temporelle dans le pire des cas est linéaire.

2. 1l existe d’autres notions de complexité, que nous n’étudierons pas cette année : la complexité dans le meilleur
des cas (que I'on va plut6t minorer), la complexité en moyenne (plus difficile a formaliser et a évaluer).

1.3 Complexité en ordre de grandeur

Evaluer précisément le temps d’exécution et la quantité de mémoire utilisée par un algorithme est illusoire :

* les différentes opérations élémentaires ne prennent pas toutes le méme temps (par exemple, calculer un produit prend
plus de temps & la machine que calculer une somme) et ce temps varie d’une machine a l'autre;;

* les machines actuelles exécutent plusieurs programmes en parallele, et le temps d’exécution d’une tache dépend
de la disponibilité de la machine;

* la quantité de mémoire utilisée dépend de la fagcon précise dont les données sont représentées en binaire dans la
mémoire ; elle est rarement connue avec précision et peut également varier d'une machine a 'autre.

Pour la complexité temporelle, on contourne ces problémes de la facon suivante :

* On considere que sur une machine donnée, les opérations « simples » prendront un temps qui restera entre
deux bornes fixées, quelles que soient la valeur de leurs entrées. On considérera que les opérations
élémentaires ont toutes un cofit unitaire, et on se contentera de les dénombrer plutot que de mesurer
plus précisément le temps qu’elles prennent.

* Comme différentes opérations élémentaires prennent en réalité des temps différents, il n’est pas né-
cessaire de retenir leur nombre exact, mais seulement leur ordre de grandeur en fonction de la/des
taille(s) des entrées.

Exercice 3

Rappeler comment effectuer chacune des opérations ci-dessous en Python, puis dire s’il est raisonnable de considérer
ces opérations comme élémentaires :

1. sur les entiers : addition, soustraction, produit, division, exponentiation;
2. sur les flottants : addition, soustraction, produit, division, exponentiation ;

3. sur les listes : lire la longueur, ajouter un élément en fin de liste, extraire une sous-liste, supprimer un élément
de la liste;

4. sur les dictionnaires : lire le nombre de clés, déterminer si une clé en fait partie, lire la valeur associée a une
clé, ajouter une association clé/valeur au dictionnaire, supprimer une clé du dictionnaire.




Remarque Dans les exercices proposés au concours, les opérations élémentaires a décompter seront en général pré-
cisées par '’énoncé.

On dit qu’une complexité C(n) est de 'ordre de grandeur de a, (ot (a,) est une suite « simple ») lorsqu’on peut
majorer C(n) par un multiple de a,. En outre, cela n’aura pas d’importance si cette majoration n’est valable
qu’a partir d’un certain rang. Ce concept est formalisé par la notion mathématique de suites dominées :

¥'v Définition 4
Soit deux suites réelles (C(n)) ey et (a,;)nen-
On dit que la suite (C(n)),ey est dominée par (a,) ey, €t on écrit C(n) = 0(a,), quand :

JK>0,3InpeN/Vn=ny |C(n)|<K.la,l|

Remarques
1. Dans cette écriture, (a,),ey Sera toujours une suite de référence, la plus simple possible (voir la liste ci-dessous).
2. Lorsqu’on étudie la complexité, C(n) et a, sont des réels positifs donc les valeurs absolues sont inutiles.

3. Cette notion de domination a un défaut : si une suite est O(n), elle est aussi O(n?), et aussi O(2")... Pour rendre
compte de la complexité, on essaie donc de dominer la complexité par la suite la plus petite possible.

¥¢ Vocabulaire 5
Les complexités les plus souvent rencontrées sont les suivantes, des moins cofiteuses aux plus cofiteuses :

¢ complexité bornée quand C(n) = O(1)
Exemples : en Python, longueur d’une liste ou d’un dictionnaire *!, ajout d’un élément 2 la fin d’'une
liste, ajout d’une association clé/valeur a un dictionnaire.

 complexité logarithmique quand C(n) = O(logn) *?
Exemples : recherche dichotomique dans une liste triée, exponentiation rapide.
» complexité linéaire quand C(n) = O(n)
Exemples : somme des éléments d’une liste, évaluation d’'un polynéme par la méthode de Horner,
recherche naive d’'un élément dans une liste, exponentiation naive.
¢ complexité quasi-linéaire quand C(n) = O(n logn) ou plus généralement C(n) = O(n (logn)*)
Exemple : tri fusion.
* complexité quadratique quand C(n) = O(n?)
Exemples : tri bulle, tri par insertion ou sélection, évaluation naive de la valeur d’'un polynéme.
+ complexité polynomiale quand C(n) = O(n*) avec k > 1
Exemples : pivot de Gauss / produit de matrices sur des matrices carrées de taille n : en O(n?).

¢ complexité exponentielle quand C(n) = O(a™) aveca > 1
Exemple : factorisation d’un entier (si n est le nombre de chiffres de I'entier).

x1. Ces longueurs sont stockées en mémoire dans l'objet, Python ne les recalcule pas a chaque demande.

x2. Dans cette écriture, la base du logarithme n’a pas d’importance car tous les logarithmes sont proportionnels entre eux : par
définition, log, (n) = /b .1n(n). La notation log peut désigner indifféremment In, log;, ou log,. Le logarithme binaire log, est souvent
bien adapté aux problémes informatiques.



En considérant qu'une opération élémentaire prend un temps moyen de 10 nanosecondes, que la constante
K cachée dans le O vaut 1, et en travaillant avec le logarithme binaire, on obtient les temps d’exécutions

approximatifs suivants :

0O(1) | O(logn) | O(n) | O(nlogn) | O(n?®) | O(n®) o(2")
n=>5 10ns 23 ns 50ns 120ns 250ns | 1,25us 320ns
n=10 10ns 33ns 100ns 330ns 1 us 10 ps 10 us
n=20 10ns 43 ns 200ns 860ns 4 us 80 ms 10,5 ms
n=30 10ns 49 ns 300ns 1,4 us 9 us 270 us 11s
n=40 10ns 53ns 400ns 2,1us 16 us 640 us 3,1h
n=>50 10ns 56ns 500ns 2,8 us 25 s 1,25ms 4,3 mois
n=100 | 10ns 66ns 1us 6,6 us 100 us 10ms | 4.10'* ans
n=250 | 10ns 80ns 2,5us 20 pus 625us | 156ms —
n=1000 | 10ns | 100ns 10 us 100 ps 10 ms 10s —
n=10* 10ns 130ns 100 ps 1,3ms 1s 2,7h —
n=10> | 10ns | 170ns 1ms 17 ms 1,7 min | 3,8 mois —
n=10° | 10ns | 200ns | 10ms | 200ms 2,8h | 316ans —

On en tire les constats fondamentaux suivants :

* les algorithmes de complexité logarithmique sont tres performants :

instantanée méme sur des entrées de tres grande taille.

* jusqu’a la complexité quasi-linéaire incluse, les algorithmes s’exécutent en un temps raisonnable, méme

pour des entrées de trés grande taille.

* les algorithmes polynomiaux (quadratiques inclus) deviennent inutilisables pour des entrées de grande

taille.

ils s’exécutent de facon quasi-

* les algorithmes exponentiels sont inutilisables dés que n atteint quelques dizaines.

Exercice 6

Exercice 7

Si un algorithme de tri « naif » a pour complexité C,(n) = 6n? et qu'un algorithme de tri plus « sophistiqué » a pour

* par l'algorithme du tri fusion;

* par l'algorithme du tri par insertion;

* par recherche naive (algorithme linéaire) ;
» par recherche dichotomique dans une liste triée (algorithme logarithmique).
* Calculer le rapport entre ces deux temps.

* Calculer le rapport entre ces deux temps.

2. On considere cette fois que la constante K dissimulée dans le O vaut 20.
Evaluer le temps nécessaire pour trier la liste électorale par date de naissance croissante :

Aux élections présidentielles de 2022, on dénombrait 66 571 électeurs inscrits sur les listes électorales a Besancon.

1. Sous les mémes hypotheses que pour la construction de la table ci-dessus, évaluer le temps nécessaire, dans
le pire des cas, pour déterminer si Bertrand Micaux est inscrit sur cette liste :

complexité C,(n) = 48n log,(n), quel algorithme choisir en fonction de la taille n de la liste a trier?

On pourra répondre a la question en s’aidant d’un petit programme en Python.




2 Exemples de calculs de complexité

Calculer la complexité temporelle, dans le pire des cas, d'un algorithme, peut étre un probleme de difficulté
variée. On donne ici quelques repéres pour aborder ces problémes.

@%Méthode 8

de la facon suivante :

1. On précise la/les taille(s) des entrées.

sont les opérations que I'on va négliger).

3. On dénombre les opérations élémentaires.

nable.

Dans le cas d’'un algorithme itératif :

Dans le cas d’un algorithme récursif :

relations de récurrence.

le O.

*Exemple fondamental 9

Solution :
¢ Taille du probléeme : n, la longueur de la liste 1st.
* Opérations élémentaires : affectation =, addition +
Opérations non élémentaires : aucune.
e Décompte des opérations élémentaires :
e Coft de la boucle (L3-L4) :
Chaque itération cofite 2 opérations (L4);
il y a n itérations (autant quil y a d’éléments

Pour déterminer la complexité temporelle d’'un algorithme dans le pire des cas, on procéde généralement

2. On choisit les opérations élémentaires que 'on va dénombrer (en précisant éventuellement quelles

Le but n’est pas nécessairement d’obtenir le nombre exact d’opérations, mais une majoration raison-

On prétera particuliérement attention aux points qui suivent :

e Les appels de fonctions ou de méthodes n’ont pas toujours un cofit borné.
* Le colit d'un test if est majoré par la maximum des cofits de toutes ses branches.
* Le cofit d'une boucle for ou while est égal a la somme des cofits de ses itérations :

* si toutes les itérations ont le méme cofit, ce colit est multiplié par le nombre d’itérations :
facile a déterminer pour les boucles for, plus délicat pour les boucles while;

* sice n'est pas le cas, le coit total S'exprimera a l'aide du signe ..

les mémes principes s’appliquent, mais le raisonnement conduira a une relation de récurrence.

4. Obtenir une majoration explicite de la complexité : éliminer les éventuels signes Y. et résoudre les

5. Trier les termes par ordre décroissant d’'importance et ne conserver que le terme prépondérant dans

Déterminer la complexité de I'algorithme de calcul de somme :
1 def somme(lst: list[float]) -> float:

2 res = 0.0

3 for x in lst:

4 res = res + X

5 return res

dans 1st, L3),
donc la boucle cofite 2n opérations.

* Avant la boucle, L2 cofite 1 opération.
* Au total, la complexité temporelle est :

C(n) =2n+1=0(n).

La fonction somme a donc une complexité linéaire.



*Exemple fondamental 10

Déterminer la complexité de I'algorithme de tri par sélection :

1 def tri_selection(lst: list) -> None:

2 n = len(lst)

3 for i in range(0, n):

4 # inv: lst[0:1] contient les i1 plus petits éléments de lst

5 # triés par ordre croissant

6

7 # chercher le minimum de lst[i:n]

8 pos_min = i

9 for j in range(i+l, n):

10 if Ust[j] < lst[pos_min]:

11 pos_min = j

12

13 # échanger lst[i] et ce minimum

14 lst[i], lst[pos_min] = lst[pos_min], lst[i]
Solution :

¢ Taille du probléeme : n, la longueur de la liste 1st.

* Opérations élémentaires : affectation =, comparaison
<, lecture d’'un élément de la liste 1st[...]
Opérations non élémentaires : aucune.
* Décompte des opérations élémentaires :
e Coiit de la boucle interne (L9-L11) :
Chaque itération cofite au plus 4 opérations (L10-
L11 : 2 lectures, 1 comparaison, 1 affectation) ;
ily an—(i+1) itérations (L9)
donc la boucle interne cofite au plus 4 (n—1—1) opé-
rations.
e Colt de la boucle externe (L3-L14) :
Chaque itération cofite 4(n —1—1i) + 5 opérations :
la boucle interne, 2 lectures et 3 affectations (L8 et
L14; attention ! ce coiit dépend de la valeur de i.)
D'apreés L3, i variede0an—1. Le cofit total de la
boucle est donc :

Cl(n)<§[4(n—1—i)+5]
l=:—1 n—1
=4 (n—1-1)+5 » 1

i=0

*Exemple fondamental 11

Dans la deuxiéme somme, on somme un terme
constant.

Dans la premiére somme, on effectue le change-
ment d’'indice j=n—1—i:quandi=0,j=n—1,
etquandi=n—1, j=0.

Cl(n)<4z_:j+5((n—1)—0+1)
j=0
=4((n—1)—0+1)w+5n

2
=2n(n—1)+5n

=2n?+3n.
* Cotit total : il reste a ajouter affectation L2 :
C(n)<1+C(n)=2n*+3n+1=0(n>).

La fonction tri_selection a donc une complexité
quadratique.

On rappelle une mise en ceuvre possible de I'algorithme d’exponentiation rapide :
1 def expo_rapide(a: int, n: int) -> int:
2 # précond: n >= 0

3 b, p, res=a, n, 1

4 while p > 0:

5 # Inv: b*xxp * res == ax*n

6 if p % 2 ==

7 res = res x b

8 b, p = b*x*x2, p//2

9

10 # postcond: res == axxn

11 return res



boucle (L4-L8).

k

derniére itération ?

Solution :

1. La terminaison de la boucle se prouve a laide du

variant p : cette expression est a valeurs entieres, stricte-
ment décroissantes et minorées par 0.
La correction de la fonction se prouve a l'aide de
I'invariant de boucle qui est rappelé L5 : b? x res = a".
Cet invariant se prouve par récurrence.

2. Chaque itération de la boucle (L4-L8) cofite :

* 2 comparaisons (L4 et L6),
* au plus 4 opérations arithmétiques (L6, L7, L8),
* au plus 3 affectations (L7, L8).

Chaque itération cofite au plus 9 opérations.

Par définition, la boucle effectue g,, opérations.

Le coiit de la boucle vérifie donc C,(n) <9q,.

3. On procede par récurrence finie sur k € [[0,q,] :

* Initialisation : pour k = 0, p, = n d’apres L3 et
n/2° = n donc on a bien p, < n/2°.

e Hérédité : soit k € [0, q, [ fixé.
Supposons que p, < n/2k,
et montrons que py,; < n/2! :

Dis1 = {%J (d’apres L8)
< % (propriété de | - )
k
< % (hyp. de récurrence)
n

T ok+1”

3. Montrer que : pj < 21 pour tout k € [0,q,].

On suppose pour simplifier que toutes les opérations arithmétiques ont un cofit unitaire.

1. Nous avons démontré précédemment que cette fonction terminait, et qu’elle était correcte.
A l'aide de quelle notion prouve-t-on la terminaison ? la correction ?

On note q,, le nombre d’itérations de la boucle pour la valeur n,
et py la valeur de la variable p a la fin de la ke itération de la boucle (k € [0,q,])-

2. Donner un majorant du nombre d’opérations élémentaires effectuées dans le pire des cas par la

4. Quand la boucle effectue au moins une itération, que vaut p; _;, la valeur de p a la fin de l'avant-

5. En déduire un majorant de g, en fonction de n, puis la complexité de I'algorithme.

La propriété p, < o est initialisée et héréditaire :

elle est donc vraie pour tout rang k € [0,q,]-

. Quand la boucle s’arréte, c’est que p contient la valeur O :

Pq, = 0. Ce 0 est le quotient de la division de la valeur pré-
cédente de p par 2 (L8). Cette valeur précédente vaut donc
0 ou 1; mais cela ne peut pas étre O car sinon la boucle se
serait arrétée avant!

En conclusion : siq, =1, alorsp, ; =1.

. La question 3 appliquée a g, — 1 donne :

Pg,—1 S o donc, d'aprées Q4 : 1< 2‘:71 .
On en déduit :
207 <n (x271 > 0)
q,—1<log,(n) (log, croissante sur R?)
q, <log,(n)+1.

En reprenant Q2, on obtient :
C,(n)<9 (logz(n) + 1),

et en prenant en compte le cofit de L3, on peut majorer le
cofit total :

C(n)<9 (logz(n) + 1) +3.
Les constantes étant négligeables devant le logarithme, on
conclut que C(n) = O(log, n) : I’algorithme d’exponen-
tiation rapide est de complexité logarithmique.



Dx.Exemple fondamental 12
On donne une implémentation du tri fusion :

1 def fusion_listes_triees(lstl: list, 1st2: list) -> list:

2 """ Fusionne deux listes triées en une seule liste triée.

3 Les listes initiales ne sont pas modifiées.

4 win

5 nl, n2 = len(lstl), len(lst2)

6 posl, pos2 = 0, @ # rang du prochain élément a placer dans chaque liste
7 res = []

8

9 # tant qu'il reste au moins un élément a placer ..

10 while posl < nl or pos2 < n2:

11 # si "lstl’ est épuisée,

12 # ou que 1'élément de “lstl" est inférieur ou égal a celui de “lst2° ..
13 if pos2 == n2 or (posl < nl and lstl[posl] <= lst2[pos2]):

14 # 1'élément de “lstl’ part dans le résultat

15 res.append(lstl[posl])

16 # on passe a l'élément suivant dans “lstl’

17 posl = posl + 1

18 else: # dans tous les autres cas ..

19 # 1'élément de “lst2" part dans le résultat

20 res.append(1lst2[pos2])

21 # on passe a l'élément suivant dans “lst2°

22 pos2 = pos2 + 1

23

24 # retour du résultat

25 return res

26

27 def tri_fusion(lst: list) -> list:

28 """ Trie une liste par ordre croissant par l'algorithme du tri fusion.
29 La liste initiale n'est pas modifiée, et la liste triée est retournée.
30 e

31 n = len(lst)

32 if n <= 1: # cas de base: liste vide ou singleton

33 return lst.copy() # simple copie de la liste fournie

34 else: # cas récursif

35 # découpage de °“lst” en deux fragments a peu prés de méme longueur
36 lst_g, lst.d = lst[0 : n//2], lst[n//2 : n]

37 # tri récursif de chaque fragment

38 lst_g = tri_fusion(lst_g)

39 lst_d = tri_fusion(lst_d)

40 # fusion des deux fragments triés

41 res = fusion_listes_triees(lst_g, lst_d)

42 # retour du résultat

43 return res

On admet que la fonction fusion_listes_triees termine, qu’elle est correcte et que sa complexité est
donnée par :
Crus(ny, n2) < a(ng +ny),

ol a = 1 est une constante, n; est la longueur de 1st1, et n, la longueur de 1st2.

Le but de cet exercice est de prouver la terminaison de la fonction tri_fusion et d’obtenir sa complexité
C,; en fonction de n, la longueur de 1st.

1. Lesfonctions fusion_listes_trieesettri_fusion sont-elles des fonctions? des procédures? Pour-
quoi?




. Exemple. Dessiner I'arbre des appels récursifs déclenchés par I'appel de :

tri_fusion([54, 21, 43, 10, 32]).

Dessiner ensuite 'arbre des réponses remontées par tri_fusion.

Cet arbre a la méme structure que Uarbre des appels. Il se compléte en commengant par ses feuilles, qui corres-
pondent aux cas de base. On applique ensuite la fonction fusion_listes_triees pour remonter progressivement
vers la racine de Uarbre, qui donne la réponse finale.

Dans I'arbre des appels récursifs, on décide que :

I'appel initial est de niveau 0;

les appels récursifs effectués depuis un appel de niveau k sont de niveau k + 1.

. Sur Uexemple, repérer les appels de niveau 0, 1, 2, etc. Quel est le niveau maximal observé sur cet

exemple ? Observer les tailles des listes a chaque niveau.
Dans le cas général, pour chaque niveau k, majorer en fonction de n et de k :

* le nombre d’appels v, de niveau k;
¢ la taille t; des listes observées au niveau k.

. Déduire de la question précédente que la fonction tri_fusion termine, puis majorer le niveau maxi-

mal p,, en fonction de n.
Indications : si le niveau k est présent dans I'arbre, il contient au moins une liste de taille = 1. Vous trouverez
que p, est majorée par un O(logn).

Expliquer pourquoi, dans I’arbre des résultats, le colit pour remonter du niveau k au niveau (k — 1)
est majoré par a n. En déduire un majorant du cofit total de toutes les fusions.

De méme, majorer le colit des découpages pour passer du niveau (k—1) au niveau k par un multiple
de n, puis le cofit total de tous les découpages.

. Majorer enfin le cofit total de la fonction tri_fusion.
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