LyciE VICTOR HUGO — BESANCON
PC* ANNEE 2023-2024

SUITES ET SERIES

Epreuves orales

I. SERIES NUMERIQUES

CCP MP (exercices 6, 7 et 8)
Etudier la nature des séries suivantes :

n! -1)? +1i)In(n)sin (£ “1)7e
| Z(() ) In(n) sin (+) | 2(1)

n>1 n" n>2 vn+3-1 n>1 n

(discuter selon « € R)

CCP MP (exercice 5)

1. On considére la série de terme général u,, = ———— oun>2 et a € R.
n(lnn)«

(a) Cas a<0
En utilisant une minoration tres simple de u,,, démontrer que la série diverge.
(b) Cas a>0
Etudier la nature de la série.
Indication : On pourra utiliser la fonction f définie par f(x) =

e—(1+1))en
2. Déterminer la nature de la série Z ( ( n) )
w5 (In(n?+n))?

D S
z(lnz)e

CCINP

Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b et une suite de réels u,, strictement positifs tels que pour tout
neN, = .
U, n+b

n+
1. Donner, sous sa forme la plus simple possible, un équivalent de In (

a ..
au voisinage de +oo.
n+b

Montrer que lim " ln( k“) = —o0 et en déduire que (u,) tend vers 0.
n—+oo k=0 uk

2. On pose a =b—-a, vy = ug et pour tout n € N*, v, = n%u,,.
Montrer que la série Z ln(

Un+1

) converge.
Un

Montrer qu’il existe un réel A non nul tel que u, ~ — au voisinage de +o0.
n
Etudier la convergence de Y u,,.
b-1

3. On suppose que la série de terme général wu,, converge. Montrer que sa somme vaut uor.
-1-a

Mines-Ponts
nCL

Etudier en fonction de a > 0 la convergence de la série de terme général u,, = ——.

[J(1+a?)
p=1
Mines-Ponts

, n 1
Etudier la convergence de la série de terme général U, = Z

———  pour v € R,.
e+ (n-p)e '



(6] ccINp

n -1 k-1
Pour tout n € N*, on note un:H(1+ (-1) )
k=1 Vk

1. Montrer que pour tout n € N*, u,, > 0.

no]
2. Pour tout n € N*, on note H,, = Z z et a, = H, —1nn.

S 1 1
—1n(1+—) = gJr()(—).
1 n n? n?

En déduire que la série de terme général a,,1 — a, converge puis que la suite (a,) converge.

n _1 k-1 1 n
3. Montrer que pour tout n € N*| ln(\/ﬁun) = Z i - =ay, + Z wy, ol wy, est le terme d’une
k=1

vE 20 &

Montrer qu’il existe a < 0 tel que

série convergente.
En déduire que la nature de la série Y u,.

n -1 k-1
4. Soit A > 0. Pour tout n € N*, on note vn=H(1+ ( ))\ )
k=1 k

Montrer que la suite (v,,) est convergente et que sa limite est nulle si et seulement si A <

Mines-Ponts
Nature de la série Y sin(rVn? + 2n + 2).

n20

N | —

ESPCI
Soit (u,) une suite réelle décroissante et positive.

, . ) _ 1
Montrer que la série Y u,, converge si et seulement si u,, =o|—| et Z n(u, — Ups1) converge.
n

@ ENS

1. Soit Y a, et Y. b, deux séries a termes strictement positifs telles que pour tout n € N,

Qp+1 < n+1

a, b,
On suppose que Y. b,, converge. Montrer que ¥ a,, converge.

) a
2. Soit Y a, une série a termes strictement positifs. On suppose que lim nln( z ) =/{eR.
n—>+oo Apsl
Montrer que : "

a) si £ > 1 alors Y a, converge, b)si <1 alors ¥ a, diverge, c) si £ =1 alors les deux cas
sont, possibles.

3. Soit @ > 0. On pose pour tout n € N*, a,, = aZr-1 5.
Etudier la convergence de ) a,,.

II. SUITES DE FONCTIONS

CCP MP (exercice 9)
2
On pose f,(z) = nr 16*”‘”2 cos(\/nz).

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,).

n+

2. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0, +oco[ ?
3. Soit a > 0. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [a, +oo[ ?
4

. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur |0, +oo[ ?



CCP MP (exercice 10)
ne* +xe
O () =(22+1)—.
n pose f(x) = (a2 + 1)
1. Démontrer que la suite de fonctions ( fn) converge uniformément sur [0, 1].

2. Calculer lim f (z? +1)ne rre
n—>-+o0 n+x

CCINP
Soit a > 0. On pose pour tout n € N, f,(z) =n%n(1-x).
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,).

III. SERIES DE FONCTIONS

CCP MP (exercice 8)
_1 n,—Nx
On pose : Yne N* VreR, f,(x) = L.
n

1. Etudier la convergence simple de la série de fonctions Z fn-
nx1

2. Etudier la convergence normale sur [0, +oo[ de la série de fonctions Z f-
nx1

3. Etudier la convergence uniforme sur [0, +oo[ de la série de fonctions Y. f,.
nx1

Mines-Télécom
Pour tout n € N* et pour tout x € [O, 2] on pose g,(x) = smx(cos :c) .

1. Etudier les variations de g, pour tout n e N*.
2. Etudier la convergence de la suite de fonctions (f,) ot pour tout n € N*, f, : z — xg,(z).

3. Etudier la convergence de la série de fonctions ¥ f,,.

Mines-Ponts

On fixe a > 0. On pose [ = [0, g]
Pour tout n € N, on définit la fonction u, : z ~ sin” x cos® x.

Etudier la convergence simple, normale et uniforme de la série de fonctions Z Uy, sur 1.
n20

CCINP

-1
Soit U'intervalle I =]0, +oo[. Pour tout entier naturel n, on pose u,(x) =

(n+1)(n+x)
1. Montrer que la série Z u, converge simplement sur .

n=0
On note S la somme associée.

2. (a) Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b. Montrer que la série Y  u, converge normalement sur [a, b].
n20

(b) En déduire la continuité de S sur I.

1
3. Montrer que S est dérivable sur I et qu’on a pour tout z € I, S'(x) = Z (+—
n+x

)
p-1 1 1
(n+1)(n+p)_n+1 n+p

4. (a) Soit p e N avec p > 2. Montrer que

p-lq

(b) En déduire que S(p) = Z -

5. Calculer lim S(x).



CCINP
Pour n € N*, on définit :
R+ e R+

Un 't v
Vn(l+nax?)

1. Montrer que la série de fonctions Z u, converge simplement sur R,.
n>1

+00
On pose S = Zun
n=1
2. (a) La convergence est-elle normale sur R, 7

(b) Montrer que pour tout a > 0, la série converge normalement sur [a, +oco|.
En déduire que S est continue sur R*.

Vnx
3. (a) Montrer que : Vne N*, R, (z) - Rop(x) > ————.
(@) b (@) = Ran(2) V2(1 + 2na?)

(b) En déduire que ) u, ne converge pas uniformément sur R,.
nx1

4. On admet (¢) :
x

1 1
Va >0, 2arctan (—) <S(z) < 2arctan(—) +—.
x x) 1+a?

Montrer que S n’est pas continue en 0.

5. Démontrer (¢).

CCP MP (exercice 14)

+00 1 1/2 +00
Montrer que ) —— = f z 2™ | do et en déduire la valeur de cette somme.
n=1 n2m 0 n=0

Mines-Ponts
On pose f(z) = Z

1. Determmer le domaine de définition de f.

=D

1+ n2z2

2. Montrer que f est continue sur ]O +oo].

+00o 1 2
3. Trouver a € R tel que f(x) ~ —. On rappelle que Z -

Z—+00 2 §)

4. Montrer que f est intégrable sur |0, +oo[ et calculer f f(x)dz.
0

IV. SERIES ENTIERES

CCINP, Centrale, CCP MP (exercice 20)

1. Trouver le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

n!
> cos(n)z" ZEQTL))' b 3 In(n)a™.

-3n+1
2. Trouver le rayon de convergence de Z ——F 2" et calculer sa somme.

n20 n!

1 1
3. Trouver le rayon de convergence de Z (1 + 3 4ot —) x™ et calculer sa somme.
nxl n



CCP MP (exercice 24)

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z

n

(2n)!

+00  m
On pose S(z) = T;} )’

2. Rappeler le développement en série entiere en 0 de la fonction x — ch(x) et préciser le rayon
de convergence.

3. (a) Déterminer S(z).
(b) On considere la fonction f définie sur R par :

f(0)=1, f(x)=chy/x siz>0, f(x)=cosv/-x sixz<0.

Démontrer que f est de classe € sur R et déterminer f®)(0) pour tout p € N.

Mines-Télécom

LBt 2
Uy,
2(n+1)

1. Montrer que pour tout n e N, 1 <u, <n+1 et donner le rayon de convergence R de Y u,x™.

Soit (U )nen la suite définie par ug =1 et pour tout n € N, u, 1 =1

+o00
2. Pour tout z €] - R, R[, on note S(z) = > u,z".
n=0

2
Montrer que pour tout z €] - R, R[, on a (2-z)S'(x) - 25(z) =

(1-2)*

3. Proposer une méthode permettant de déterminer wu,, pour tout n € N.

CCINP
Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(x) = exp(exp(z) - 1).
On admet le développement limité en 0 suivant : ¢(z) = 1 +z + 22 + 223 + o(2?).

1. Calculer ™ (0) pour n € {0,1,2,3}.
2. On définit la suite (P,) par : Py =1 et pour tout neN, P, = Z (Z)Pk
k=0
Calculer Py, P, et Ps.

3. Montrer que pour tout n e N, P, < nl.

+ 00 P
4. Soit f(z) =)’ —ra.
n=0 TV
Montrer que le rayon de convergence R de f est différent de 0.
5. Prouver que pour tout z €] - R, R[, f'(x) = e* f(x).

6. En déduire le développement en série entiere de .

Mines-Ponts
1. Développer la fonction arccosinus en série entiere sur | —1,1[.

2. Ce développement est-il valable sur [-1,1]7



V. SUITES NUMERIQUES

CCINP
On donne wug €] — 1,0[ et pour tout n € N, w1 = u, +u2.

1. (a) Etudier les variations de la fonction f : z = 22 + et montrer que pour tout x €] —1,0],
f(ib') G] - 170[
(b) En déduire que pour tout n € N, u,, €]-1,0[ puis que la suite (u,, ),y converge et déterminer
sa limite.
2. (a) Montrer que la série Z u? converge et donner sa somme en fonction de uq.
n20

(b) Etudier la nature de la série Y. (=1)"u,.

1 1
3. On pose pour tout n€eN, a,, = — - .
Un, Un+1

(a) Montrer que la suite (a,)nen converge et donner sa limite £.

1 n
(b) On admet que lim — > a; =/

n—>+oo n, k-1

En déduire un équivalent de u,, puis la nature de la série Z Up, -

1 n
(¢) Montrer que lim — " ay, = (théoréme de Cesdro).
n—>+oo n, k=1

Mines-Télécom, Mines-Ponts
On s’intéresse a la suite (u,)ny définie par :

Ug € ]O, g[ et Vn e N*, u, g =sin(uy,).

1. Prouver la convergence de cette suite et donner sa limite.
2. En étudiant u,,1 — u,, étudier la convergence de la série Z ui

3. Donner un équivalent de w,, au voisinage de +oo.
Indication : On pourra commencer par chercher un réel a tel que (u%,; — u%) converge vers
une limite non nulle puis utiliser le théoreme de Cesaro).

Sujet CCINP

Pour tout n € N, on pose I, =] = 5 +mn, § + mn[.
On définit la fonction f:z +~ tan(z) — x sur la réunion des I,,.

1. Déterminer un développement limité a ’ordre 3 de tan au voisinage de 0.

2. (a) Soit n € N. Montrer qu'il existe un unique z,, dans I,, tel que f(z,) = 0.
(b) Montrer que x, ~ nr.

3. Pour tout n € N, on pose y,, = x, —nmw.

(a) Montrer que pour tout n € N, y, = arctan(z,) et en déduire lim y,.

n—+oo

(b) Justifier que tan (y, — %) ~ yn - Z.

1 T, tan(L) - 1
¢) Montrer que tan|y, -2+ — | = ———2~—
© b (y 2 mr) T, + tan(=-)

4. Montrer qu’il existe des réels a, b, ¢ et d tels que :

c d 1
Tp=an+b+—+—+o|—].
n o n n



