Classe de PSI o Révisions pour les épreuves orales

Planches INP (1)

[» 1] Planche INP A

m Exercice majeur

Soit E un espace vectoriel de dimension n € IN*. Pour
f € %(E), on pose

fO=id; et VkeIN*, fk=fofkl,

On dit que f € Z(E) est un endomorphisme cyclique
s'il existe e; € E tel que

(e1, f(e1)s -+, F™(eq)) est une base de E.

1) On suppose ici que n = 3. On note % une base
de E. Soit f € 4(E) tel que :

1 2 2
mat(f)=| 1 1 2
# 2 2 -3

a. Déterminer m%at(fz).

b. En déduire que f est cyclique.

2) Dans cette question, on
E =IR,_{[X] et que :

considere  que

f: P—P(X+1)—P(X).

a. Soit Q € E tel que deg(Q) = 1.

Montrer que : deg (f(Q)) =deg(Q)—1.
En déduire que f n'est pas bijectif.

b. f est-il cyclique ?
Indication : calculer deg (f/(X"™)).
3) On suppose ici que Ker(f™!) # E et que
Ker(f")=E.
a. Montrer qu'il existe xg
f M (xo) # O

b. Montrer que f est cyclique.

€ E tel que

4) On suppose ici f cyclique.
Montrer que ses sous-espaces propres sont de di-
mension 1.

5) On suppose ici f diagonalisable.
Montrer que f est cyclique si et seulement si ses
sous-espaces propres sont de dimension 1.

B Exercice mineur

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes
telles que

X —>%(a) et Y — Z(b).

1) Déterminer la loi de X +Y de deux manieres diffé-
rentes.

2) Soit n € IN. Déterminer la loi de X conditionnelle-
ment a [X +Y =n].

3) On suppose que ¢ > 0 et p € [0,1] sont deux
constantes, X et Z deux variables aléatoires telles
que Z — %(c), et pour tout n € IN, condition-
nellement a [Z = n], X suit la loi binomiale de
parameétres n et p.

Montrer que X et Z —X sont indépendantes, et
déterminer leurs lois.

Planche INP B

B Exercice majeur
Soit a € R*. Pour x e R et n € IN, on pose :

n oo

up(x) = % cos(nx) puis U(x) = Zun(x).
: n=0

1) Donner le DSE de exp et son rayon de convergence.
2) Montrer que U(x) existe pour tout x € R.
3) Montrer que U est de classe € sur R.

4) Montrer que : (sans calculer U)

VxelR, U(x)=exp (a cos(x)) cos (a sin(x)).

o " cos2(nx)
On pose : V(x)= Z _
n=0
5) Montrer que V est définie sur IR et calculer V.

n!

T
On pose : I, :J cos(nx)U(x)dx.
—T
6) Montrer que lim I, =0.
n—oo

7) Calculer I,.

B Exercice mineur
Soit E = #5(IR), A la matrice de E définie par :

(A o) .
A—(O Az) ou )L]_,AZeIR.

On pose p4: E—E, M—AM—MA.

1) Déterminer Sp(y,) et étudier la diagonalisabilité
de Pa-

2) Généraliser ces résultats au cas ou A est une ma-
trice diagonalisable d'ordre 2.

. N |
3) Traiter le cas ol A= (0 k)'
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Planche INP C

B Exercice majeur

Dans tout |'exercice, n est un entier supérieur ou égal
a2

1) On note F I'ensemble des matrices triangulaires
supérieures d'ordre 2. Montrer que F est un sous-
espace vectoriel de .#5(IR), stable par produit.
Donner la dimension de F.

2) Soit F un sous-espace vectoriel de .#,(IR) de di-
mension n® — 1, ne contenant pas I, et stable par
produit.

a. Rappeler la valeur de E;; x Ei,, avec
i,j,k, 0 €[1,n].
On rappelle que E; ; est la matrice dont tous les
coefficients sont nuls, sauf celui d’indice (i,j), qui
vaut 1.

b. Montrer que :  #,(R) =F & Vect(1,).

3) a. Soit M,M’' € #,(R) et p: #,(R) > ,(R)
le projecteur sur Vect(I,) parallelement a F.
Montrer que : p(M M’)=p(M)p(M").

b. Soit M € #,(IR).
Montrer que si M2 € F, alors M €F.

4) Déduire des questions précédentes que E;; € F
pour tout (i,]) € [1,n]?, puis conclure.

5) Montrer que I'ensemble des matrices de trace nulle
est un sous-espace vectoriel de .#,,(IR) de dimen-
sion n? —1.

Est-il stable par produit ?

H Exercice mineur

On considere I'équation différentielle :
(E) cos(t)y +sin(t)y’ = —cos(t) sin(t).

Déterminer I'ensemble des solutions réelles de (E) sur

I=]—n/2,7/2].
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