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Exercice 1 (Développements limités et bijection)

Soit f : @ — xze® .

1.

2
3.

Justifiez que f est de classe C°° et est bijective de R dans R. Précisez f_l(O).

. Déterminez le DL5(0) de f.

L’objectif est de présenter une méthode, générale, pour calculer le DL5 en 0 de f_l, sans calculer pour autant f_1 de maniére explicite.

a) Justifiez (sans chercher a le calculer pour le moment) que f71 admet aussi un développement limité d’ordre 5 en 0, de la forme

f_l(z) % a1 + a2z2 + aga:S + CL4Z4 + a5zs + 0(15)

b) Justifiez qu’on peut substituer dans ’expression précédente = par f(x) et en déduire un développement limité a I’ordre 5 de fﬁl(f(;c)), en
fonction de ay,as,...,a5.

¢) Utiliser 'unicité du DL5 de f_l(f(a:)) pour donner une relation entre les coefficients a;, et en déduire ’expression du DL5(0) de f_l.
Utiliser le méme raisonnement pour donner le DL5(0) de la bijection réciproque de

g : z — zch(x)

Par composition et produit de fonctions de classe C™°, f est de classe C* sur R.
De plus, Vo € R,

fllz) = e +22%" >0
donc f est strictement croissante, donc bijective de R dans f(R).

Comme lir}rq f(z) =400 et lim f(z) = —o0 et que f est continue, on a f(R) =R
T—r+00 Tr——00

Ainsi, on a bien une bijection de R dans R.

Comme on multiplie par z, un DL4(0) de e va suffire. Comme 22 — 0 quand r — 0, on
peut substituer dans le DL de exp et on a :

x2_1_|_ 2+$4+(4)
e’ = T 5 o(x
d’ou
x® 5
(@) = o+ a°+ 7 +o(a?)

a) Comme f est bijective et de classe C* et que f'(z) > 0 sur R, alors f~' est de classe
C™ également. Par Taylor Young, elle admet un développement limité a tout ordre, et
d’ordre 5 en particulier.
De plus, comme f(0) =0, on a 0 = f~'(0) et donc le coefficient d’ordre 0 vaut 0.
Remarquons aussi qu’on peut déja affirmer que as et a4 valent 0, car f~! est impaire :
En effet, soit y € R. Alors il existe un unique # € R tel que f(z) = y (en fait, v = f~'(y))
et on a f(—x) = —f(x), donc —y = f(—x), c’est a dire f~'(—y) = —x = —f(y).
Ainsi, f~! est bien impaire.

b) La fonction f est continue en 0, avec f(0) = 0, donc glcli% f(z) =0 et on a donc

FHf (@) = ar(f(2))* + asf(2)® + as f(2)° + o(f(x)°)
soit, en substituant par le DL5 de f :
T f (@) = ay(x +2° + %5) + ag(x® + 32°) + as2° + o(2”)

1
= a1z + (ay + az)z® + (§a1 + 3as + as)z° + o(z”)

¢) Comme f~*(f(z)) = x par unicité du DL, on en déduit que
a; = 1,a1+a3:Oet a1+3a3—|—a5:()

5
dota; =1,a3=—1et as = 2 et finalement

flo)=2—2°+ gx5 + o(2°)



4. Remarquons déja que g est de classe C*°, avec ¢'(z) = ch(z) + xsh(z). Si > 0, alors
sh(z) > 0 et, si 2 <0, sh(z) <0, donc pour tout z € R, xsh(x) > 0. Comme ch(z) > 1, on a
g'(x) > ch(x) > 0 et donc g est bijective de R dans g(R) = R (les limites sont immédiates).
Enfin, ¢g~! est de classe C™ également, puisque bijection réciproque d’une fonction C* don la
dérivée ne s’annule pas.

On procéde ensuite de la méme fagon :

1. 1
g(r) =x+ 5933 + Zz‘f’ + o(z”)

On a g '(z) = a1 + azx® + asz® + o(2°) puisque g~ ' est impaire, comme g.
Comme g(x) = 0, on peut substituer ce qui donne

1 1 3
r=ar+ (a1 +a3)2’ + (= + —az + az)z” + o(z")

2 24 2
Et au final :
2 17 5 5
g(x)—x—3+ﬂx + o(x”)

Exercice 2 (mini €exo0 autour de la 10i biIlOl’Iliale) Soit (£2, P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire
sur © qui suit une loi binomiale de paramétres 2n et 1/2, avec n € N*.

1. Déterminez la loi de Y = X — n. Précisez son espérance et sa variance.

2. Deéterminez la loi de Z = | X — n|

3. On définit la variable aléatoire T' par :
— Pour tout w € Q, si X(w) =k avec k # 0, alors T'(w) = X (w).
— Sachant (X = 0), T suit la loi uniforme U ([0, 2n]).
Déterminez la loi de T.

1. Comme X (2) = [0, 2n], on obtient Y (£2) = [—n,n]
Alors, pour tout k € [—n,n], on a

PY=k=P(X—n=k)=P(X=k+n)
n k+n 2n—k+n
n- () ()

On a alors B(Y) = E(X —n) = B(X) —n =2 —n =0t V(Y) = V(X —n) = V(X) =
1 1

'
m=(1— ) =2
npl=3) =75

2. Cette fois, on a Z(Q) = [0, n].
Il y a le cas particulier ot k = 0.

En effet (Z = 0) = (|X —n| =0) = (X =n), donc P(Z =0) = P(X =n) = <2n> Ly

N
DN | —

Pour k > 0, on a cette fois (Z =k)=(|X —n|=k)= (X —n=k)U(X —n=—k)
Les événements étant incompatibles, on a donc

P(Z=k)=P(X =n+k)+P(X=n—k)= (k%fn) (%)%Jr (n2_nk> (%>2n

2n 2n
Or, = ar propriété de symétrie des coefficients binomiaux. Et
(k+n) (2n—(k+n)> pat prop Y *

comme 2n — (k+n) =n — k, on en déduit

a0 26 ()0



3. Remarquons déja que T'(Q2) = [0, 2n].
On utilise le systéme complet d’événement associé a la variable X : ((X = i))z’e[[o,zn]]

On a alors , pour tout &k € [0,2n] ,

P(T=k) = i P(X = i)Py_y(T = k)

2n
= P(X =0)Pix—o)(T = k) + Y _ P(X =i)Px—(T = k)
i=1
1
Or, sachant (X = 0), T est uniforme sur [0, 2n, donc Px—o\(T = k) = Tl
n

Et quand X (w) =i avec i # 0, T'(w) = X(w), autrement dit, sachant (X = 7) avec i # 0,
X =T et donc Px—;(T'=k)=0si k#iet Px_;(T =1i)=1. 1l n’y a donc qu’'un seul terme
non nul dans la somme, et méme aucun pour k = 0.

Conclusion : La loi de T est donnée par :

2

rrn-(3) s (V) 6)

Exercice 3 (Des medecins et des probas)

Dans une population de r personnes (r € N*), chaque individu fait appel & un médecin choisi au hasard dans une liste de n (n € N*) médecins. On suppose
que les choix se font tous de maniére indépendante.
1. Pour tout i € {1,2,3,...,n}, on note X; la variable aléatoire représentant le nombre de personnes qui vont consulter le ¢éme médecin.
a) Déterminez la loi commune & toutes les variables aléatoires X;.

N> 1
P(T=0)= (—) Tl et, pour tout k € [1,2n],

b) Préciser leur espérance et leur variance.
c¢) Ces variables sont-elles indépendantes ?
d) Pour ¢ # j, déterminez la loi de X; + X
e) En déduire cov(X;, X;).

j, son espérance et sa variance.
n
2. Pour tout 7 € {1,2,3,...,n}, on pose Y; la variable aléatoire qui vaut 1 si (X; = 0), 0 sinon. On pose Z,, = Z Y;.
i=1
a) Que modélise la variable Z,, ?

b) "Z, est une somme de variable aléatoire de Bernoulli de méme paramétre P(X; = 0). Donc Z,, est binomiale de parameétres n,p avec
p = P(X; = 0)." Ce raisonnement est-il valable ? Le compléter ou montrer que sa conclusion est fausse.

¢) Déterminez E(Zy).

1. a) Chaque personne peut faire appel ou non au medecin numero i avec une probabilité de

: ¢’est un comptage de succés dans la répétition de r épreuves succés/echec, de maniére

1
indépendante, et donc | X; ~ B(r, —)|.
n

C
1
n

r(n—1)
n2

¢) Il n’y a pas indépendance, car deux medecins différents ne peuvent pas avoir simul-
tanément n patients : ainsi (X; = n) N (X; = n) = 0 alors que P(X; = n) # 0 et
P(X;=n)#0.

d) C’est le méme raisonnement que la question a), en regroupant les deux medecins : la

b) Clest le cours : E(X;) = Dot V(X;) =
n

probabilité d’un succeés est désormais —.
n

2
XZ+X] NB(Ta_)
n
2 2r(n — 2
Ainsi, B(X; + X;) = % ot V(Xi + X;) = m:ﬂ )
e) On a V(X; + X;) = V(X;) + V(X;) + 2cov(X;, X;) On en déduit

con(X,, X)) = SVIX,+ X))~ V() - V(X) =~



a)

b)

Y; vaut 1 si le medecin numero i n’a pas été consulté : Z,, représente ainsi le nombre de
medecin non consultés.

Pour que ce raisonnement soit valable il faudrait qu’il y ait indépendance des X;, ce qui
n’est pas le cas. On peut totalement écarter la loi binomiale du fait que (Z, =n) =0 (il
ne peut y avoir aucun medecin consulté).

Déterminons la loi de Y : ¢’est une variable de Bernoulli et on a

P(Y=1) = P(X, = 0) = (1~ "

Ainsi E(Y;) = ( )" et par linéarité de 'espérance

mzazfpmwzn(”;ﬁr

k=1



