
Classe de PSI ◦ Révisions pour les épreuves orales

Planches Mines-Télécom (1)

▶ 1 Mines-Télécom planche A

■ Exercice 1
Soit (un)n∈N∗ définie par :

∀n ∈N∗, un =
�

n sin
� 1

n

�

�n2

.

Déterminer ℓ= lim
n→∞

un.

■ Exercice 2
Soit A∈Mn(R) telle que

A3 + A2 + A= 0.

Démontrer que tr(A) ∈Z.

▶ 2 Mines-Télécom planche B

■ Exercice 1
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit s
une symétrie de E. On pose :

φ : u ∈ L (E) 7−→ φ(u) =
1
2
(u ◦ s+ s ◦ u).

1) Montrer que φ est un endomorphisme de L (E).

2) Déterminer un polynôme annulateur de φ.

3) φ est-il diagonalisable ?

■ Exercice 2

Soit θ ∈ ] 0,π [ et f (x) =
∞
∑

k=0

sin(kθ ) xk.

1) Montrer par l’absurde que la suite :

(uk)k∈N =
�

sin(kθ )
�

k∈N

ne converge pas vers 0.

2) Déterminer le rayon de convergence R de la série
entière dont la somme est f .

3) Calculer f (x) pour tout réel x ∈ ]−R, R[.

▶ 3 Mines-Télécom planche C

■ Exercice 1
Soit E un espace euclidien de dimension n ⩾ 1 et
B = (e1, . . . , en) une base orthonormée de E.
On considère l’endomorphisme u de E défini par :

∀ i ∈ J1, n− 1K , u(ei) = ei+1 et u(en) = e1.

1) Dans les cas n = 2 et n = 3, montrer que u est
une isométrie et la caractériser géométriquement.

2) Dans le cas général, u est-il une isométrie ?
Si oui, préciser si elle est directe ou indirecte.

On suppose à présent que E est un C-espace vectoriel
de dimension n⩾ 1, que B = (e1, . . . , en) est une base
de E et que u est défini comme précédemment.
3) Soit λ ∈ C. Déterminer le rang de u−λ idE .

L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Soit P =
n−1
∑

k=0
ak X k ∈ R[X ] et A la matrice définie par :

A=

















a0 an−1 an−2 · · · a1

a1
. . .

. . .
. . .

...

a2
. . .

. . .
. . . an−2

...
. . .

. . .
. . . an−1

an−1 · · · a2 a1 a0

















∈Mn(C).

4) Exprimer la matrice A à l’aide du polynôme P et
d’une matrice plus simple.
La matrice A est-il diagonalisable sur C ? sur R ?

■ Exercice 2
Soit D =
�

(x , y) ∈ R2 / x2 + y2 ⩽ 1
	

et g la fonction
définie sur D par :

g(x , y) =

�

x y ln(x2 + y2) si 0< x2 + y2 ⩽ 1,
0 si (x , y) = (0, 0).

1) Montrer que la fonction g est de classe C 1 sur
◦
D.

2) Montrer que g admet des extrema globaux sur D.
3) g admet-elle un extremum local en (0,0) ?
4) Les extrema globaux sont-ils atteints sur le bord

de D ?
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