Classe de PSI o Révisions pour les épreuves orales

Planches Mines-Télécom (1)

EI Mines-Télécom planche A

W Exercice 1
Soit (u,,),en+ définie par :

2

VnelN*, u,= (n sin(%))n .

Déterminer £ = lim u,.
n—oo
Solution. On écrit :
Vn=1, u,= exp[n2 In(n sin(%))].

On effectue un DL a deux termes de 'argument du logarithme :

1 1
sin(x)=x—€x3+o(x3) et — —— 0

n n-—oo

donc : nsin(%):n(l_%+o(%))
n n n

ERE
~—
~—
14
|
B

dott:  n*In(n sin(

Finalement, par composition de limites avec exp(x) —/> e
x——1/6

u, — e
n—.oo

m Exercice 2
Soit A€ 4, (R) telle que

AP+A2+A=0.

Démontrer que tr(A) € Z.

Solution. Le polynéme P := X> + X2 4+ X est annulateur de A.
Pour le factoriser dans €, on mobilise les racines cubiques de
l'unité :

P=XxX*+X+1)

Xx3—1
:X)(

X—-1

X—1)X - X —j> .
:Xx( )(X Jl)( i*) (Ol\lj::eIZH/3)

=XX—-)X-7).

On en déduit que les valeurs propres complexes de A se trouvent
parmi 0, j, j? :
spe(@) {0, j, i*}.

1/6 .

Le polynoéme caractéristique y, est scindé dans C et ses racines se
trouvent parmi 0, j, j* ; comme il est unitaire, il se factorise sous
la forme :

X)) =X1(X -’ (X =) ota,b,celN.

(noter que a, b ou c peuvent s‘annuler si jamais le complexe corres-
pondant n’est pas racine de y,)

Comme A est une matrice réelle, ses racines complexes sont conju-
guées, et deux racines conjuguées ont méme ordre de multiplicité.
Puisque j2=j, onab=c.

Le degré de y, est égal a la taille de A, soit n.

On en déduit que :

2aX) =X"P0 (X =) (X =5

Puisque y, est scindé sur €, la trace de A est la somme des valeurs
propres de A répétées selon leur ordre :

tr(A)=(n—2a).0+a.j+a.j?
=a.(j+JT)
=2aRe(j)=—aeZ.

Mines-Télécom planche B

H Exercice 1

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit s
une symétrie de E. On pose :

¢: ue¥E) — ¢(u)=%(uos+sou).

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de Z(E).
Solution.

1) £ (E) est un espace vectoriel.

2) Pour toutu € £ (E), on abien ¢ (u) € £(E) car £(E) est
un espace vectoriel stable par o.

3) Montrons que ¢ est linéaire : soitu,v e £2(E), a,f €lK:

¢(au+/5v)=%((au+ﬁv)os+50(au+ﬁv))
Z%((auos+/5vos)+(asou+ﬁsov))
=a(§(uos+sou))+/5 (%(VOS+SOV))
=apu)+p ).

2) Déterminer un polyndme annulateur de ¢.

Solution. Calculons les premieres puissances de ¢ de fa-
con a en fabriquer une combinaison linéaire nulle. Pour tout
ue %(E):

idyEW) =u;

o(u) = %(uos+sou);
P*W=[pod W) =¢ (o)
=2 (pwos+50p(w)
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1
E(%(uos+sou)os+so—(uos—i-sou))
1 2 2

Z(uos +2souos+s ou)

1 2.
Z(2u+250uos) car s* = id g g

1

—(u+souos);

2

W =[(p o] = ¢ ($*W)
=%(%(u+souos)os+SO%(u+souos))
=%(uos+sou).

On constate que ¢° = ¢, donc que P := X® —X est un poly-

noéme annulateur de ¢.
3) ¢ est-il diagonalisable ?
Solution. Le polyndbme P =X (X?>—-1)=XX-1)(X +1)

est scindé a racines simples. Puisque il annule ¢, ¢ est dia-

gonalisable.

m Exercice 2
o

Soit 0 €10, 7 [ et f(x)= Zsin(k 0)x*.

k=0

1) Montrer par |'absurde que la suite :

(u)xew = (sin(k 6))keIN

ne converge pas vers 0.
Solution. Par I’absurde, supposons que u;, —— 0.
n—oo

Alors la suite extraite (u,;)ren tend également vers O :
sin((k +1) 9) —= 0.

Or, grace a la formule d’addition :

YkelN,

Comme 6 Z0 [7], ona sin(0) # 0, ce qui permet d’isoler
cos(k 0) ; pour tout k € IN :

cos(k 6) = (sin((k+1)0) —sin(k 6) cos(®))

1
sin(6)

(0—0 . cos(@)) =

— —
k—oo  sin(0)
Mais alors :

cos?(k 0) + sin?(k 9) P~ 02+0%=0,

ce qui contredit le fait que cos?(k ) + sin?(k 0) est constant
égalal.
C’est donc que la suite (sin(k 9))k€lN ne tend pas vers 0.

2) Déterminer le rayon de convergence R de la série
entiere dont la somme est f.
Solution. En x =1, la suite (sin(k o)1 )keIN (uk)keIN :
e est bornée, doncR>1;
* ne tend pas vers 0, doncR < 1.

Ainsi, R=1.

sin((k +1)6) = sin(k 0) cos(6) + cos(k 6) sin(6).

3) Calculer f(x) pour tout réel x € |—R,R].

Solution. Soit x € ]-1,1[. Remarquons que :

VkelN, sin(k0)x*=Im(e*?)x*
=Im (e”‘e xk) (car x* € IR)
=Im((xe?)).
La série géométrique complexe . (x e'%)* est convergente car
k>0
|xe19 | =|x|<1. Onen déduit:
(e}
Fx)="> sin(k 0) x*
k=0

= i ((xe)*)=Im (i (x el )k)
k=0 k=0
- ( 1—xei )

((1 xcosG)—lxsmG)
_1 ( (1—xcosf)+ixsinf )
(1—xcosB)?+(xsinB)?
_ x sin 6
T 1—2xcosO+x2’

Mines-Télécom planche C

m Exercice 1

Soit E un espace euclidien de dimension n = 1 et
B =(eq,...,e,) une base orthonormée de E.

On considére I'endomorphisme u de E défini par :

Vie[l,n—1],

1) Dans les cas n = 2 et n = 3, montrer que u est
une isométrie et la caractériser géométriquement.

Solution. Dans les cas n = 2 et n = 3 les matrices de u sont
respectivement

u(e)) =ep1 et uley) =e;.

0O 0 1
Mzz((l) (1)) et My=|1 0 0
0 1 0

Ces matrices sont clairement orthogonales (leurs colonnes
sont orthonormées) et comme 93 est une base orthonormée,
u est dans ces deux cas une isométrie.

Remarque. Plus précisément, quand n = 2 on reconndit la
matrice de la symétrie d’axe A d’équation y = x, et quand
n = 3, det(M;) = +1 donc u est une rotation d’axe A dirigé
paru=e; +e, +e;, dangle 21 /3.

2) Dans le cas général, u est-il une isométrie ?
Si oui, préciser si elle est directe ou indirecte.

Solution. Dans le cas général, la matrice de u dans la base
orthonormée % s’écrit :

0 -+ - 0 1
1 . 10
M=1p
: . w0
o -+ 0 1 O

(n)
Les colonnes de cette matrice sont clairement orthonormées,
donc M € O,(IR) et u est une isométrie.
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Ensuite, en développant le déterminant de M par rapport a la
premieére ligne :

1 0 0

det(M) = (-1)*" =(—1)".
: . . 0
0 e 0 1

u est donc une isométrie directe quand n est impair, et indi-

recte quand n est pair.

On suppose a présent que E est un C-espace vectoriel
de dimension n = 1, que 8 = (eq,...,e,) est une base
de E et que u est défini comme précédemment.

3) Soit A € C. Déterminer le rang de u— Aidg.
L'endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Solution.
* Le rang de u — Aid; est le rang de sa matrice dans la
base A :
—-A 0) 1
M-t =| 1
. =2
(0) 1 -2

Ce rang est supérieure ou égal a celui de la matrice obte-
nue en rayant 1 ligne et derniere colonne :

1 —A

—A

1 (n—=1)
matrice triangulaire de déterminant 1, donc inversible,
donc de rang (n—1).
Ainsi, rg(u—Aidg) = n—1.
Rappelons que rg(u — Aidg) = n si et seulement si
det(u—Aidg) # 0.
Le calcul de ce déterminant (...) donne A" — 1, donc
rg(u— Aidg) = n si et seulement si A" # 1.

Conclusi (w—7id) n siA"#1,
onclusion. rg(u—Aid;) =
8 P -1 sian=1
» D’apreés ce qui précede, les valeurs propres de u sont exac-
tement les complexes A tels que A" = 1. 1l s’agit des ra-

cines n¢ de 'unité. Comme il y en a n distinctes et que
dim(E) = n, cela suffit pour prouver que u est diagonali-
sable.

n—1
Soit P = . a; X* € R[X] et A la matrice définie par :

k=0
aQp dp—1 dp—2 a;
a
A=| g, a, 5 | € Aa(0).
an—
Qp— a ap Qo

4) Exprimer la matrice A a I'aide du polynébme P et
d'une matrice plus simple.
La matrice A est-il diagonalisable sur € ? sur IR 7

Solution. Toujours avec M, la matrice de u dans la base 43,
on remarque que :

A=ayl, +a;M+a,M*+---+a,  M"™
n—1
= ZakM"
k=0
=P(M).

Puisque que M est diagonalisable sur € avec pour va-
leurs propres les racines n¢ de l'unité, il existe une ma-
trice Q € GL,(C) telle que :

M =Q diag(1, ,...,0" ) Q! ol w:=e2¥/",
P —

D
On en déduit :
n—1 n—1 n—1
A=P(M)=)aq;M"=>"a,(QDQ ) =) ¢,QD"Q"’
k=0 k=0 k=0
n—1
=Q (Z a Dk) Q™
k=0

=Q diag(i a; 1%, zn: a ok, ..., zn: a (w“_l)k) Q"'
k=0 k=0 k=0
=Q diag(P(1), P(w), ..., P(w™™)) Q7.

Ceci montre que A est diagonalisable sur € et que ses valeurs
propres sont les P(w*) pour k € [0, n—1].

Pour que A soit diagonalisable sur R :

* il est nécessaire que A soit réelle, donc que les a, soient
tous réels, et que A n’admette pas de valeur propre com-
plexe non réelle. Il faut donc que tous les P(w*) soient
réels.

* réciproquement, siles a; et les P(«*) sont tous réels, A est
semblable dans ., (C) a une matrice D diagonale réelle.
On peut démontrer (mais ce n’est pas immédiat) que A
est également semblable a D dans .4, (IR). On prouve
ainsi que A est diagonalisable dans IR.

Conclusion. A est diagonalisable dans IR si et seulement

si tous les a, et tous les P(w) sont réels.

H Exercice 2

Soit D = {(x,y) eR?/x%+y?< 1} et g la fonction
définie sur D par :

xyIn(x®*+y?) sio<x?+y?<1,

glx,y)= {0 si (x,y)=(0,0).

o
1) Montrer que la fonction g est de classe 6! sur D.
Solution. Posons Q:=D\ {(O, O)}, qui est un ouvert de IR?,

1) Montrons que g est de classe ¢! sur Q.
Par les théorémes opératoires :
x g1:(x,¥) — xy est de classe € sur Q (fonction po-

lynomiale) ;

x g,: (x,y) — x*> + y? aussi, et prend ses valeurs
dans IR ;

# In: t — In(t) est de classe ¥' sur IR* (fonction
usuelle) ;

x g3 = Inog,: (x,y) — In(x? + y2) est donc de

classe €' sur Q ;
% et finalement g = g, x g, est de classe € sur Q.
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2) Etudions les dérivées partielles de f en (0, 0). On montre de méme que 8_f Pest aussi.
Par rapport a x : pour tout ¢t non nul au voisinage de 0, g

fL0-f0.0 _0-0_, 0, limite finie.
t t t—0 2)

Conclusion. f est de classe 6* sur la totalité de D°.

Montrer que g admet des extrema globaux sur D.

Solution. D est la boule fermée unité pour la norme eucli-

.. Of .
Ainsi, ——(0,0) existe et vaut 0.
dx dienne de IR?.

. af
On montre de méme que E(O’ 0)=0. La fonction g est continue sur un fermé borné d’un EVN de
3) Montrons que les dérivées partielles sont continues dimension finie, a valeurs réelles. Par le théoréme des bornes
sur (2. atteintes, elle admet un minimum et un maximum globaux

Sur ©, cela a été fait a la premiere étape.

L sur D.
Reste la continuité en (0, 0).

3) g admet-elle un extremum local en (0,0) ?
V(x,y)eQ, ﬁ(xyy) = i (Xy In(x?2 +y2)) Solution. Remarque. La question se 'pose fa.r on a vu que
dx dx Vg(0,0) = (0,0) : (0,0) est un point critique de g. En

=y I+ %) +xy 2x w =(0,0), g vaut 0. Remarquons que, pour tout t € ]0,1[ :
X2+ y2

g(t, t)—glw)=t*In(2t*) <0

_ 2, .2 2x%y
=y In(x*+y")+ Xt yt g(t, —t)—(w) =—tIn(2t?) > 0.
Montrons que 3_f(x ¥) 8_f (0,0) en utili- Dans tout voisinage de w = (0,0), on trouve donc des
sant les coor donan}ées polairc(e);)y: =00 9x points m* tels que g(m*) — g(w) > 0, et des points m™ tels
) ) que g(m™) —g(w) <0.
Y (x,y)€EQ, a_f(x’ ¥)— B_f(o’ 0) ' On en déduit qu'en w, g n’admet pas d’extremum local.
x x
NG+ y%) + 2x%y 4) Les extrema globaux sont-ils atteints sur le bord
= n(x
Y R y2 deD?7?
— | r sin(6) In(r?) + 2r° cos?(9) sin(6) ' Solution. Le bord 3D de D est le cercle de centre w = (0,0)
2 et de rayon 1, ott x2+ y2 = 1. Pour tout m € 3D, g(m)=0;
<2 | r In(r) | +2r % 0. comme par ailleurs la fonction g prend des valeurs > 0 et des
o
of valeurs < 0, elle ne peut pas atteindre ses extrema globaux
La dérivée partielle Iy est bien continue en (0, 0). sur dD.
x
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