Classe de PSI o Révisions pour les épreuves orales

Planches INP (2)

EI INP planche D

B Exercice majeur

1) Résoudre : y'(x)+2mxy(x)=0 et y(0)=1.
Solution. L'équation différentielle est linéaire homogeéne du
premier ordre, sans singularité. La fonction a: x — 27 x a
pour primitive A: x — 7 x2 donc

S(H)= {x — Ae~ A€ IR}.

La seule solution y qui vérifie y(0) = 1 est celle pour A= 1.

Conclusion.

—T[Xz

L'unique solution de ce probleme de Cauchy

estx—e
+00
2) On donne : J exp(—t2)dt = ?
0

a. Etablir que, pour tout n € IN, la fonction
b,: t — t" exp(—m t?) est intégrable sur R.
Solution. b, est c.p.m. sur R ; comme elle est
paire/impaire, il suffit de prouver I'intégrabilité en +oo .
Or:

t2 x b, (t) = t"*2 exp(—m t2) = (£2)"**! exp(—mn t?)
cc

— 0.
t—+00

b,=o0 (tiz)
t—+00
Comme t — 1/t? est intégrable sur [1,+00[, b, lest

On en tire que :

aussi, donc l'est sur [0,+00[ puis sur IR grace a sa pa-

rité/imparité.

4

+0o
Calculer J by(t)dt.

—0Q
Solution. Lintégrale existe d’aprés la question précé-
dente, et :

J bo(t)dt = J exp(—m t2)dt

=2J exp(—(v/7t)?)de.
0

Effectuons le changement de variable affine
u= /nt, pour lequel du = v/ dt.
Quand t = 0,u = 0, et quand t —» +00,u — +00.

Alors :

J bo(t)dt—ff exp(— (V7 t)?) (Wrdt)

‘/_ J exp du
2 Jrn

= X —=1.

2

Al

3) On pose, pour tout n € IN et tout x €R :

Bn(x) = f

8

b, (t) exp(2im x t)dt.

4)

Montrer que B, est définie et de classe € sur R.
Solution. On applique le théoreme de dérivation sous le
signe intégrale.

Posons f: RxR— C

(t,x) > b,(t) exp(2i x t).

1) Pour tout t € R, x — f(t,x) est de classe €' et :

a
VxR, a—f(t,x) = (2im t) b,(t) exp(2im x t).
x
2) Pour tout x € R, x — f(t,x) et x — %(t,x) sont c.p.m.
sur R.

3) Pour tout x € IR, x — f(t,x) est intégrable sur IR car :
VeeR, [f(tx)|=]by(0)]
et b, est intégrable sur R d’apres Q2a.
4) Pour tout (t,x)€IRx R :

of

‘ a(t,x) =21 |tbh,(t)].

La fonction dominante ¢ : t — 27 |t b, (t)| est intégrable
sur IR car paire et négligeable devant t — 1/t2 en +00
(se prouve comme pour b, cf. Q2a).

Le théoréme s’applique : la fonction B,, est bien définie sur IR

et elle est de classe €' sur IR. Sa dérivée s'écrit :

+00

t b,(t) exp(2im x t)dt.

—00

Vx e, B (x)=2in f

Montrer que :  By(x) = exp(—m x2).

Solution. Pour calculer l'expression B,, on cherche une
équation différentielle dont elle serait solution. D’apres la
question précédente :

+00
B)(x)=i f 21t exp(—m t2) exp(2im x t)dt.

—00

Effectuons une IPP dans l'intégrale généralisée. Posons :

VteR, u'(t)=2ntexp(—mt?) v(t)=-exp(2imxt)

u(t) = —exp(—m t?) V/(t) = 2inm x exp(2im x t).

Les fonction u, v sont de classe 4! sur IR, et :

lu(t)v(t)| = exp(—mt?) —— 0

t—xoo

d’ou u(t)v(t) —— 0, limites finies.
t—too

L'IPP est donc légitime et donne :

[ee]

By(x)=1i [ [ —exp(—m t2) exp(2im x t)]ioo

+00
+2imx J exp(—m t?) exp(2im x t)dt ]

—00

= —27 x By(x).

B, est solution sur IR de 'équation y’ + 2w xy = 0 ; de plus,
B,(0) = f:r:: bo(t)dt = 1 d’apres Q2b. B, est solution du
probléme de Cauchy de Q1 ; on en déduit que :

Vx €IR, By(x)=exp(—mx?).
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5) Soit E le R-espace vectoriel des fonctions définies
sur IR, de la forme :

x — P(x) exp(—mx?) ou PeC[X].

Montrer que toutes les fonctions B,, appartiennent

A E.

Solution. Par récurrence double sur n € IN.

* Pour n = 0 : fait dans la question précédente, P, := 1
convient.

* Pour n =1 : on procede par IPE comme pour B, (les jus-
tifications sont de méme nature). On obtient :

+00
2 )
Bl(x):f te ™ x e2mxtdqt

—00

+o00o 1
IB_J __e—mz x (Zinx)eﬁnxt dt
oo 2T
=ixBy(x) = ixe ™
Le polynéme P; :=iX convient.
* Hérédité double. Soitn = 2 tel que la propriété soit vraie
aux rang n— 1 et n— 2. Montrons-la au rang n, toujours
par IPP :

+00
2 .
Bn(x) — f t"h efrct emet dt

—00

+00
2 .
— J te—nt % tn—1e21ﬂ:xt dt

—00

+o0

PP 1 _ -2

PP j -
oo 27

x((n—1)t"2+ (2imx) ") et de

. +oo
hn:.fn -1 tn72 efm2 ezinxt dt
27

—00

+00
. —1 —mt2 2§
+1xf th le Tt e2mxtdt
—oo

n—1 .
= ?Bn—z(x) +IXBn—1(x)

-1
= (ix P (x)+ L Pn_z(x)) e
27

Le polynéme P,(X) :=iX P, ;(X)+ %2 P,_,(X) convient.

B Exercice mineur

Soit N € IN*. On considére N urnes numérotées de 1
aN.

Dans l'urne i, il y a i boules numérotées de 1 a i.
On choisit au hasard, successivement, une urne, puis
une boule dans cette urne. On note X le numéro de la
boule tirée.

1) Donner la loi de X.

Solution. Notons U la variable aléatoire donnant le nu-
méro de 'urne choisie, de sorte que U suit la loi uniforme
sur [1,N],

et que conditionnellement a [U = n], X suit la loi uniforme
sur [1,n].

Clairement, X(2) = [1,N], et pour tout k € [1,N], par la
formule des probabilités totales sur le s.c.e. engendré par U :

N

P(X =k)= Y P(U=n) Py_y(X =k)
| —

n=1 X N
=1/nsik <n, =0 sinon

X
Sl

Il
2= 1]V
M= =i~
:'I'—*

=
]
~

Rem. Cette somme, qui est une tranche de la série harmonique,

ne se simplifie pas.

2) Déterminer |'espérance de X.

Solution. La variable X est réelle finie, donc elle admet une
espérance finie, donnée par :

Z ikil 1 k
E(X)= kPX=K)=> — > —=— z
kex(Q) k=1 N n=k n N 1<k<n<N n
_lilz":k_liln(nﬂ) lxi"“
_Nn:1nk=1 _Nn:1n 2 _N n=1 2
1+1 N+1
1, ey
2
_ N+3
4

INP planche E

m Exercice majeur

1) On pose P=X2—2X+1etQ=P+P' +P”.
Vérifier que la fonction P est positive sur IR et que
Q vy est strictement positive.
Solution. Pour tout x € R:

P(x)=x*—2x+1=(x—1)*>0
QX)) =(x—1P+2(x—-1D+2=x*+121>0.

2) Soit P € IRy,[X]\ {0}. On suppose que la fonc-
tion P est positive sur IR et on pose :

2n
Q=35
k=0

a. Exprimer Q.

2n+1

2n
Solution. Q' = Zp(kﬂ) = Z po,
k=0 k=1
mais puisque deg(P) < 2n, P?1 =,
2n
donc Q' = > PW=Q—PO =qQ—P.
k=1
b. A l'aide de la fonction g: t — et Q(t), montrer

que la fonction Q est strictement positive sur R.
Solution. La fonction g est dérivable sur R et :

VieR, g(=e(—Qt)+Q(n)
= —e_[ P(t) < 0.

La fonction g est donc décroissante (au sens large) sur IR.
De plus, comme P € IR,,[X] :

P(t)=0(t™), dou g(t)=0(t"e™).

t—+00 t—+00

Par croissances comparées, tnet —— 0,
t—+00

donc g(t) —— 0 également.
t—+00
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Puisque g est décroissante sur IR et que Lig(g) =0,

g(t) = 0 pour tout réel t € IR.

Par l’absurde, supposons que g s’annule en un
point t, € IR. Alors g serait identiquement nulle sur
Iintervalle [t,,+00[, donc g’ = O sur Jty,+00[. En
multipliant par e, on en déduit que P serait nul sur
1ty,+0o0[, donc aurait une infinité de racines : ce serait
le polynome nul, ce qui contredit ’hypothese sur P.
On en déduit que g(t) > 0 pour tout t € IR, donc que
Q(t)> 0 pour tout t € IR.

3) Pour tout couple (P,Q) d'éléments de IR,[X], on

pose :
2n

(P1Q) = > (PQ™(0).
k=0

a. Montrer que 'on définit ainsi un produit sca-

laire.

Solution. Posons ¢ : (BQ) — (P|Q).

1) ¢: R, [X]xIR,[X]— IR est correctement défini.

2) ¢ est symétrique car le produit de polynémes est com-
mutatif.

3) ¢ estlinéaire a gauche grace a la linéarité de la déri-
vation, de I'’évaluation en O et de la sommation. ¢ est
donc bilinéaire.

4) Pour tout polynéme P € IR,,[X] non nul, on a

~

2n
$(BP)= > (PYP(0).

k=0

Le polyndme P? est non nul, positif sur IR.

D’aprés Q2b avec P? dans le réle de P, ¢(BP) > 0.
Ceci prouve directement que ¢ est définie posi-
tive : si P = 0, évidemment que ¢(P,P) = 0, donc
ona ¢(BP)=0 pour tout P € R,,[X]

et le seul cas ol ¢(P,P) =0 est lorsque P = 0.

4

Déterminer une base orthonormée de IR;[X]

pour ce produit scalaire.

Solution.  Nous allons orthogonaliser la base
(Py,P;) == (1,X) de IRy[X] par le procédé de Gram-
Schmidt.

Avant cela, remarquons que pour tous i, j € [0,n] :

(x'[x7)
— Zn:(Xi+j)(k) (0)
k=0

= (X”f +({+ )X 4. (l+J)

x4 401 ©
=+
Orthogonalisons la famille :
e Onpose: Qy:=P,=1,
de sorte que :  [|Qq I = (X° |X°) =(0+0)=1.
* Onredresse P; :

_ P
P, ::Pl——( 1|Q‘;)Qozx—(xll)
Qo ll

=X—-(1+0)=X-1.
Onpose Q; : =X —1et:

Il IP=lIxX—-1P=IXP—2X|D+[1]?
=21—2-11+0!'=1.

Bilan : P,=1 Q,=1 QP =1

P =X Q=X-1 |Ql*=1
La famille (Q,, Q;) = (1, X — 1) est une base ortho-
normée de IR,[X].

Calculer la distance de X™ a IR{[X ] pour ce pro-
duit scalaire.

Ce nombre est noté u,.

Solution. Grace a la base orthonormée (Q,,Q;) de
IR,[X], on calcule le projeté orthogonal de X" sur cet es-
pace :

Pr,x](X™) = (X" Qo) Qo + (X" Q1) @4
=X"1DQ+X"IX-1)Q,
=n!Q+((X"X)-(X"|1)
=n!lQy+((n+1)—n!)Q
=n!Qy+(n-n!)Q,.

n

On en tire :

— (X", Ry[XT) = /I 2 = || Py s X |
=/ —(()* + (n-n1)2)

car (Qq,Q,) est une famille orthonormée.

Finalement :

u, = /(2n)! — (2 +1) - (n!)2.

4) Etudier la nature de la série de terme géné-

ral (un)_l/“.
Pour cela, on donne le développement asympto-
tique :

In(n!)=nln(n)—n+ o(n).

n—>o0
Solution. D’apres la question précédente :
1
() = [ et =+ 1) | 7
1
= exp (—— ln[(2n)! —(?+1)- (n!)ZD.
2n
Dans l'argument du logarithme, regardons lequel des deux

termes est prépondérant en cherchant un équivalent de leur
rapport :

(2n)! WA (E) amae (3)”
(n2+1) - (n1)2 noo (J_(E) Y n2-2rn) (2)"
\/—~4” cc

+00.

=
ﬁ .n%2 n-oo
C’est (2n)! qui 'emporte. On factorise de force par ce terme
dans 'argument du logarithme :

(u,)V/" = exp (—% In [(Zn)! X (1 - %)D

= exp (—% [ln((Zn)!) + ln(l - %)D
= exp (—% [ln ((Zn)!) + 0(1)]).

On utilise alors le développement asymptotique rappelé, avec
le changement de variable n « 2n :

()" = exp (—% [(Zn) In(2n) — (2n) + o(2n) + 0(1)])

=o(n)
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= exp ( —In(2n)+1+ 0(1))
& e o &
2n n—oo 2n

Puisque lasérie ), 5= estdivergente (multiple de la série har-
n=1
monique) et & termes positifs, on en conclut que . (u,)”
n=1

1/n

est divergente.

B Exercice mineur

Pour tout n € IN* et tout x réel, on pose :

1 X
x) = — arctan| — |.
fulo) =  arctan (2
1) Montrer que la série de fonctions D, f, converge
simplement sur IR. n>1
Sa somme est notée f .

Solution. Fixons x € IR et prouvons la convergence de la

série numérique Y, f,(x).
n=1

. x
Puisque arctan(t) ~ t eeque — —— 0
t—

ﬁ n—o00
X X

1
fa(x) neo 1 X ﬁ =

La série ; —7 est a termes positifs et elle est convergente
nz
(mult. de série de Riemann d’expo. @ =3/2> 1) ; il en est de

méme pour . f,(x).

n=1

2) Montrer que la fonction f est continue sur RR.

Solution. On applique le théoréme de continuité de la
somme :

1) Toutes les f, sont continues sur RR.

2) Prouvons que Y. f, converge normalement (donc unifor-
n=1
mément) sur tout segment [—a, a].

Limparité de la fonction f,, montre que

[FA P VA

De plus, sur [0,a], f, croitde f,(0)=0a f,(a) = 0.
Par conséquent :

1 a a
[—aa] _ —

= = — arctan
”fn ”oo n(a) n (\/—)

~ .
n ) n—oo nd/2

Ceci montre que la série Y. || £, ||E;“’“] converge, comme
n=1
pour la convergence simple.

Le théoréme s’applique : la somme f de Y. f, est donc conti-
nue sur IR. n>1

Remarque. Il n’y a pas de convergence normale sur IR car
R
Il falloe = /c2n).

INP planche F

B Exercice majeur

Soit S I'ensemble des fonctions de classe 42 sur IR
vérifiant I'équation différentielle :

Y-+ yx)=o0.

On pose f I'unique élément de S vérifiant f(0) =1 et

£/(0)=0.

1) Montrer que S est un sous-espace vectoriel de |'es-
pace des fonctions de classe €2 sur RR.
Solution. Par la définition des sous-espaces vectoriels :

1) S € 62(IR,IR), qui est un espace vectoriel de référence ;

2) La fonction nulle t — 0 est solution de (E) car cette équa-
tion est homogeéne : (t — 0) € S donc S # @.

3) Montrons que S est stable par combinaison linéaire.
Soit y;, ¥y, €Seta,B €R. Onposey:=ay,+pYy,.
Alors, pour tout x € R :

¥ =+ 1D y(x)
=(ay1+By:) ()= (x*+1) (ay; + B ¥,) (x)

= (ay!()+By)(x))—(x*+1) (ay;(x)+ B y,(x))
(linéarité de la dérivation)

= a () )+ + Dy () + B (7 () + (x* + 1) y1(x)
=0 car y,,y, €S.

Ceci prouve que y = ay, + Sy, €S.

2) Soit g: R—>IR, x— (f(x))z.
Calculer g(0) et g’(0).
Solution. Ona: g(0)=Ff%(0)=1*>=1
g'(x)=2f(x)f'(x) donc g'(0)=0.

3) Montrer que : Vxe€R, g”(x)=0.

Solution. On dérive g une fois de plus (g, comme f, est au
moins de classe 62) :

VxeR g()= - (2£(0f ()
=2[ (F) +F@ 0]

mais f €S, donc:

g"(x)=2 [ (F/GO)* + (1 +x* (F()) ] >0.

4) Montrer que : VxeR,, (f(x))2 =>1.
Solution. De la question précédente, on tire successive-
ment :
* g’ est croissante sur IR ;
esurlR,: g'=g'(0)=0;
* g est croissante sur IR, ;
esurlR, : g=2g(0)=1 cad Vx>0, fi(x)=>1.

|
5) Posons : h(x)=f(x) ——dt.
o &(t)
Montrer que h est bien définie et que h €S.

Solution.

* Bonne définitionde g. Six > 0, lafonction g est conti-
nue et = 1 sur le segment [0, x ] d’aprés la question pré-
cédente. Le dénominateur de la fraction sous l'intégrale
ne peut pas s’annuler : on intégre une fonction continue
sur un segment, ce qui est légitime.

Six <0, il faut s’assurer que la fonction g ne s’annule pas
sur le segment [x,0] C IR_. On reprend le raisonnement
de la question précédente en 'adaptant : g’ est croissante
sur IR_, donc majorée par g’(0) = O sur IR_ ; elle y est
négative ; g est décroissante sur IR_, donc minorée par
g(0)=1:onaiciaussi g(t) =1 pour tout t < 0.
L'intégrale définissant h(x) existe donc quand x < 0.
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* h est solution de I’équation.
. X s . 7
La fonction ®: x — f o % est dérivable sur IR, et sa dé-
rivée est é. Cette derniére étant de classe €', ® est de

classe 62 sur IR, et par produit, h aussi.
Calculons sa dérivée seconde, par exemple par la formule
de dérivation de Leibniz : pour tout x € IR,

o= (s [ 26

—f(x)f AR O

+f(x)x—

o £700)
fZ(X)
2f(x) f(x)
f4(x)

)
g'(x)
g2(x)

=1 +x)f(x) f ot

—f(x) x
=(14+x%)h(x).

Ceci prouve que h € S.

6) Montrer que (f,h) est une base de S.

Solution. Comme (E) est une équation différentielle li-
néaire, homogeéne, d’ordre 2 et sans singularité, le cours dit
que S est un espace vectoriel de dimension 2.

f et h sont 2 vecteurs de S ; pour qu’ils en forment une base,
il suffit qu’ils forment une famille libre : montrons-le.
Soita,f € Rtelsque af + B h=(x—0).

En évaluant en x = 0, on obtient a f(0) + S h(0) =

comme f(0) =1 et que h(0) = 0, on obtient a = 0.

B h est la fonction nulle, donc B h’ aussi, et 3 h’(0) =0

Mais h'(0) =--- =1, donc § = 0 également.
Conclusion. La famille (f,h) est bien libre, donc c’est une
base de S.

B Exercice mineur

SoitzeCet M(z)=

= = O
— O W
O N W

1) Donner le polynéme caractéristique de M(z).

Solution. Une fois n’est pas coutume, on développe le déter-
minant sans trop se poser de questions, car il n’y aura pas de
factorisation intéressante.

Par exemple, par la régle de Sarrus :

X —2 —
M) = -1 X —z
-1 -1 X

2)

= +(X3—zz—z)—(zX +2X +2X)

=X3—-32X— (2> +2).
Rappel. A partir du degré 3, vous ne connaissez pas de mé-
thode générale pour factoriser les polynémes : il faut poury ar-
river avec des racines évidentes ou des identités remarquables.
Ces méthodes existent pour les polynémes de degré 3 et 4 (mé-
thode de Cardan et de Ferrari), mais vous n’étes pas censé les
connaitre. A partir du degré 5, Galois a démontré qu’il était

vain de chercher une méthode générale.

Pour quelles valeurs de z la matrice M(z) est-elle
diagonalisable 7

Solution. Le polynéme caractéristique y = yp, est de
toute facon scindé dans C[X].

Si toutes ses racines sont simples, M(z) est automatiquement
diagonalisable.

Cherchons les valeurs de z pour lesquelles M(z) n’est pas
diagonalisable, par analyse-synthese.

* Analyse. Supposons M(z) non diagonalisable.
Alors y admet une racine A € € d’ordre au moins 2.
Elle vérifie y(A) = y'(A) =
Gréce a la dérivée : 3A*—3z =0 donc z =A%
Légalité y(A) = 0 se réécrit donc :

B3 -A*+2A)=0 dou —A*—223—2%2=0
soit —A%2(A+1)%=0.

Nécessairement: A =0 ou A =—
donc: 2=0%2=0 ou z2=(— 1)2—1
Bilan : M(2) est toujours diagonalisable, sauf peut-étre

siz=0ouz=1.

* Synthese. On étudie les deux cas restants :
0 0 O
* Sizg=0, alorsM(z)=|1 0 O
1 1 0

Cette matrice est triangulaire, de spectre {0} ; si elle
était diagonalisable, elle serait nulle.

Quand z = 0, M(2) n’est pas diagonalisable.

0 1 1
x* Sig=1, alorsM(z)=|1 0 1
1 1 0

M(z) est symétrique réelle, donc diagonalisable par
le théoréme spectral.

¢ Conclusion.
si 2#0.

M(z) est diagonalisable si et seulement
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