Classe de PSI o Révisions pour les épreuves orales

Planches INP (1)

[» 1] Planche INP A

B Exercice majeur

Soit E un espace vectoriel de dimension n € IN*. Pour
f € %(E), on pose

fO=id; et VkeIN*, fk=fofk1

On dit que f € Z(E) est un endomorphisme cyclique
s'il existe e; € E tel que

(e1, f(e1), -+, F™ *(ey)) est une base de E.

1) On suppose ici que n = 3. On note % une base
de E. Soit f € 4(E) tel que :

1 2 2
mat(f) = 1 1 2
? —2 -2 -3

a. Déterminer mggat(fz).
. o (1 22 2_ -1 0 0
Solution. matg(f )—(7; 1 75) _(7 -1 7%)
b. En déduire que f est cyclique.

Solution. Prenons e, le troisieme vecteur de la base 2.
T = (eB,f(eB),fz(e3)) est une base de E car elle a le bon
nombre de vecteurs et :

0 2 0 9 0
det(#)=|0 2 =2 :‘2 _2’:_47“).
? 1 -3 1

f est donc cyclique.

2) Dans cette question, on considere que
E=R,_[X] et que :

f: P—PX+1)—PX).

a. Soit Q € E tel que deg(Q) = 1.
Montrer que : deg (f(Q)) =deg(Q)—1.
En déduire que f n'est pas bijectif.
Solution.
* Soit Q € E tel que d :=deg(Q) = 1.
Ecrivons Q = aX? + BX4 '+ R, ol a # O et
deg(R) <d—1. Alors :
flQ=QX +1)-QX)
=a(X+1)'—Xx)+p (X +1)—x7)
+R(X +1)—R(X).

On développe a l'aide du bind6me de Newton. Les
termes de degré d disparaissent. Audegréd—1,ona:

a.dX 7+ B (x4 =X = (ad) X

Les autres termes sont de degré < d — 1. Comme
ad #0, on adeg(f(P)) =d—1=deg(P)—1.

* SoitQe E=1IR,_4[X]:
* sideg(Q)>1: deg(f(Q))=deg(Q)—1<n—2;
* sideg(Q) <1: Q est un polynéme constant donc
f(Q=0etdeg(f(Q)=—00.
Dans tous les cas, degf(Q) # n — 1 donc
f(Q) # X" : le polynéme X" ! € E n’a pas d’an-
técédent par f.
f n’est pas surjective, donc pas bijective.
b. f est-il cyclique ?
Indication : calculer deg (f/(X"™)).
Solution. Remarquons que :
deg(X" N =n-—1,
deg(f(x"™)=n-2,
deg(fZ(X”’l)) =n—3,

deg (fn—l(Xn—l)) —=0.
F=(x"7, fX™Y), ..., fPHX") est une famille de

polynémes de degrés tous différents ne contenant pas le
polynéme nul : elle est libre.

De plus, Card(Z) = n = dim(E) donc c’est une base de E.
L'endomorphisme f est donc cyclique.

3) On suppose ici que Ker(f"1) # E et que

Ker(f")=E.

a. Montrer qu'il existe xo € E tel que
F 7 (x0) # 0.
Solution. Comme Ker(f"™ ') # E et que, par définition
du noyau, Ker(f"™!) C E, cest que E ¢ Ker(f"1!) :
il existe un élément x, de E qui ne se trouve pas
dans Ker(f"1), c.a.d. tel que f"(x,) # 0.

i

Montrer que f est cyclique.
Solution. Prenons x, € E tel que f"!(x,) # Op.
Montrons que la famille

F = (x0.f (x0), o, 7 (x0))

est une base de E. Comme elle a le bon nombre de vec-
teurs, il suffit de prouver qu’elle est libre.
Soit (a;)p<i<n—1 € K" tels que :
n—1
> a; f(x0) = 0g. (%)
i=0
Comme Ker(f") = E, f"(x,) = O, donc f/(x,) = O
pour tout entier j = n.
En appliquant f"™' a (%), i ne reste que
ao f"(xg) = Op ; comme f"*(x,) # Oy, on obtient
ay # 0.
Le premier terme de (%) disparait ; en appliquant f"2,
on obtient a; f"!(x,) = 0z, d'ott a; =0.
En itérant le procédé, on annule successivement tous les

a;. Lafamille & est bien libre, ce qui achéve la preuve.
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4) On suppose ici f cyclique.
Montrer que ses sous-espaces propres sont de di-
mension 1.
Solution. Soit A € Sp(f).

dim (E,(f)) = n—rg(f — Aidg).

On sait que :

Prenons un vecteur e; de f tel que % = (fj(el))
une base de E.

0<j<n—1 soit

-A 0 -+ 0 *
1 *
mat(f —2idg)=| o . . o0 *
: N *
o -~ 0 1 *x—A

Le rang de cette matrice est supérieur ou égal a celui de la
sous-matrice obtenue en rayant la 1% ligne et la derniére co-

lonne, soit :
1 —A (0)
0
: .. =2
0 -~ 0 1

(n—=1)

Cette derniere matrice est clairement de rang n — 1.
Ainsi rg(f —Aidg) =2 n—1 d’ou dim (E,l(f)) <1

5) On suppose ici f diagonalisable.
Montrer que f est cyclique si et seulement si ses
sous-espaces propres sont de dimension 1.
Solution. Supposons f diagonalisable.

[=] Démontré par Q4.

[«<] Supposons les SEP de dimension 1. Comme f
est diagonalisable, prenons une base de vecteurs
propres 9B = (vq,...,V,), associés aux valeurs
propres (Aq,...,A,), toutes différentes car les SEP sont
de dimension 1.

Posons e = v, +- -+ +v,. Par récurrence sur j, on prouve :

vielo, n—1], ff(e)=§(xi)fvj.

La matrice de la famille (e, f(e),...,f"(e)) dans la
base 28 est la matrice de Vandermonde V(A,,...,4,).
Comme les A; sont tous différents, cette matrice est de
déterminant non nul, ce qui prouve que la famille est une
base de E. Ainsi, f est cyclique.

B Exercice mineur

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes
telles que

X —>%P(a) et Y > 2(b).

1) Déterminer la loi de X +Y de deux manieres diffé-
rentes.
Solution.

* 1 méthode : par la fonction génératrice. On connait les
fonctions génératrices de X et Y :

VteR, Gy(t)=e""" et Gy(t) =€V,

2)

3)

Puisque X 1l Y :

Vie[—1,1], Gyuy(t) = Gy(t) x Gy (1) = e@PD,

On reconnait la fonction génératrice associée a la loi
P(a+b): celaprouve que X +Y — #(a + b).

* 2¢ méthode : par calcul direct.
Comme X(2)=Y(Q2)=IN, X +Y)(2)=IN.
Prenons n € IN et calculons P(X + Y = n).
On décompose I'événement [X + Y = n] sur le s.c.e. en-
gendré par X :

Il
+ 3

[X+Y =n] ([sz]m[X+Y=n])

T
(=}

[
(G

([X:k]m[yzn—k])
=@ sik>n

H (X =kIn[Y =n—k]).

T
(=}

Il
& =

=~
Il
=}

On en déduit :

P(X+Y =n)
=>P(X=kIn[Y =n—k]) (additivité)
k=0
:Zp(x:k)xP(Y:n—k) X ALy)
k=0

n a pi—k
= E e v — xe? (déf. lois de Poisson)
— k! (n—k)

SRR €A WP
- n! Z(k)a b

k=0

ef(aer)
= (a+b).
n!

Onobtient: X +Y < #Z(a+b).

(binéme de Newton)

Soit n € IN. Déterminer la loi de X conditionnelle-
ment a [X+Y =n].
Solution. Sous I'hypothése que X(w) + Y (w) = n, puisque
0 < X(w) € X(w) + Y(w), la variable X prend une valeur
de [0,n] ; comme il est possible que Y(w) = 0, toutes ces
valeurs sont effectivement prises par X.
Ainsi: X([X+Y]= n) =[o,n].
De plus, pour tout k € [0,n] :
P(X=k, X+Y =n)

P(X+Y =n)
_P(X=k, Y=n—k)
T P(X+Y=n)
_P(X=k)xP(Y =n—k)
N P(X+Y =n)
e %a*/k! x e b¥/k!

e—(a+b)(@+b)" /!

B (Z) (C;kf: b_)k
~(3) ) =)

Conclusion: X «—— % (n, —
[X+Y=n] ( a+b )

Pxiy=mX =k)=

On suppose que ¢ > 0 et p € [0,1] sont deux
constantes, X et Z deux variables aléatoires telles
que Z — #(c), et pour tout n € IN, condition-
nellement a [Z = n], X suit la loi binomiale de
parameétres n et p.
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Montrer que X et Z —X sont indépendantes, et
déterminer leurs lois.

Solution. Posons Y = Z — X. Les lois conditionnelles
de X montrent que : Yw € 2, 0 < X(w) < Z(w), donc
Y(w) = 0. Finalement, X et Y sont a valeurs dans IN.
Posons q :=1—p ; pour tous k,£ € IN :

P(X =k, Y =0)=P(X =k, Z=k+0)
=P(Z =k+{) x P y(X =k)

e X(k+£) .
¢ k+o k)P

k L
_ c'c
—e (p+q)c _pk l

ke

— (e—pc (Pkc')k) x (e—qc (qe_(i)l) .

Ceci prouve d'un seul coup que (X,Y) est un couple de va-

riables indépendantes, de lois respectives 2 (pc) et 2 (qc).

[» 2] Planche INP B

B Exercice majeur
Soit a € IR*. Pour x € R et n € IN, on pose :

n oo

u,(x)= % cos(nx) puis U(x) = Zun(x).
: n=0

1) Donner le DSE de exp et son rayon de convergence.

Solution. Le DSE de I'exponentielle complexe a pour rayon
de convergence R = 4090, et

VzeC, exp(z)= Z %
n=0 "

2) Montrer que U(x) existe pour tout x € RR.
Solution. Il sagit de prouver que la série de fonctions >’ u,
converge simplement sur RR. n>0
Soit x € R fixé. On a:

lal”

VYnelN, 0<|u,(x)|< I
n!

1. . Ja|®
Comme la série exponentielle ZE)T est convergente, par
nz

théoréme de comparaison, la série D u,(x) est absolument
n=0
convergente, donc convergente.

3) Montrer que U est de classe ¢ sur R.
(sans calculer U)

Solution. On applique le théoreme de dérivation terme a
terme :

* Montrons que . u’ converge uniformément sur R.
n=0

Clairement, || ug |||:Q =0. Pourn=1:

’ . a .
VxelR, |un(x)| ol T sin(n x)
< ( |a|1)' indép. de x,
n—1)!
/IR lal"
donc ||un ||oo < —(n—l)!'

L, . la|” _ la |n—1
Comme la série Z: ooy = el Z: o converge,
n=1 n=1

R
[eS)

- ,
la série 3 ||, |
n=0

lement, donc uniformément sur IR.

aussi : la série Y. u/ converge norma-
n=0 8

Le théoreme de dérivation terme a terme s’applique ;
Ue 6 (R,IR) et :
(oo}

VxeR, U'(x)= —Z

n=1

(ni i sin(n x).

4) Montrer que :
VxeR, U(x)=exp (a cos(x)) cos (a sin(x)).

Solution. Utilisons que :

VnelN, VxeR, un(X)=Re(%ei"X):Re((ae ) )

n!

(aeix)n

n!

La série exponentielle complexe Y. est conver-
n=0

gente, donc pour tout x réel :

U(x)= Z Re((are: )

n=0

=Re ( exp (a cos(x)+ia sin(x)))
Re (ea cos(x) eia sin(x))
— eacos(x) Re (eiasin(x))

= %) ¢og (a sin(x)) .

car e*<) g IR,

o " cos2(nx)
On pose: V(x)= Z _
n=0
5) Montrer que V est définie sur IR et calculer V.

Solution. 1l s’agit de prouver la convergence simple de la sé-
a™ cos?(n x)
n!

n!

rie D v, ou v, : x —
n=0
On fixe x € R et on linéarise le cos? :

n (cos(Z;x)+1 )

* Toutes les fonctions u, sont de classe € sur R (ce sont YnelN, v,(x)=
des fonctions sinusoidales) et : n!
_ 1 a"cos(n(2x)) N 1 ot
n al’l . —_ T . —I — . _'.
YnelN,VxeR, u (x)=- sin(n x) 2 n 2 nl
o ) On obtient une combinaison linéaire de deux termes géné-
0 sin=0 raux de séries convergentes. Par linéarité de la sommation de
= a’ . . série, v,(x) converge et :
— sin(nx) sin>1. ,; a(x) &
(n—1)
oo
* > u, converge simplement sur R d’aprés Q2; V(x)= Z V()
n>0 n=0
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(o]

_1 Z a™ cos(n(2x)) + 1 o a

N ] ]
2 o n! 2 — n!

1 1
= —U(2x)+§e“

=N

1
= = &) cos (@ sin(2x)) + 5 e’

N

On pose : I, =J cos(nx)U(x)dx.

—T

6) Montrer que lim I,=0.

Solution. leons n = 1 et procédons a une IPP sur le seg-
ment [—7,w]. Posons, pour tout x € [—7, 7] :

u'(x) = cos(nx), v(x)=U(x),

u(x) = % sin(n x), v/ (x)=U'(x).

Les fonctions u et v sont de classe 6! sur le segment [—m, 7 ]
donc I'IPP est légitime, et :

T

I,= [1 sin(n x) x U(x)]7T _1 f sin(nx) U'(x)dx
n . n

-
1 ™
=—= J sin(nx) U’(x) dx.
n —T
La fonction U’ est continue sur le segment [—7, 1], donc elle

y est bornée par le théoréme des bornes. Par I'inégalité tri-
angulaire pour les intégrales :

[I,] < %J |sin(nx) U'(x)) dx
SHNE

_2m || U1

n n—o0

0.

Par le théoreme d’encadrement, I, —— O.
n—oo

7) Calculer I,.
Solution. Par la définition de U(x) :

—~
I

N J cos(nx)U(x)dx

T

J cos(nx) Z — cos(k x)dx
J Z — cos(nx) cos(k x) dx.

T k=0

Vi ke (x)

Les fonctions v, sont continues sur le segment [—7, ] et

on montre sans peine que la série Y. V,x converge normale-
k>0
ment, donc uniforrnement sur ce segment. Cela autorise a

intervertir Y et |

I, :ZJ Vox(x)dx

k=0
Z cos(n x) cos(k x)dx
= K

ooa
=2

On montre que :

2

j" cos((n+k)x)+cos((n—k)x) d
X

0 sip#0

ez, dx =
Vp f cos(p x) dx {27_[ Sip=0,

-

Pour I, il ne reste que le terme pour k =0 :

T1+41

Iy= ——dx=2m,
o! 2
et pour chaque n = 1, il ne reste que le terme pour k =n :
a ("1 a®
I,=— —dx=mn—.
n! | 2 n!

27 sin=0,
Conclusion: I, = an

n— sin=1.
n!

W Exercice mineur
Soit E = #,(IR), A la matrice de E définie par :

(A& O .
A—(O 2’2) ou Al,lzelR.

On pose p4: E—E, M—AM—MA.

1) Déterminer Sp(y,) et étudier la diagonalisabilité
de Pa-

Solution. Calculons la matrice de ¢, dans la base
Bean == (E1,15E1,2:E2,1)E2,2) de E = #,(R) :

@A(Ell)z()gg _(%18)=0E
‘PA(Elz)—((M1 (8102)=(A1_12)E12
@A(Ez,l):(fzg)_(kolg):(lz A)Ey,
@A(Ez,z)z(g)?z)_(gfz)zop
0 0 0 0
L 10 (A —Ay) 0 0
s oD ={o 0" G20 o
0 0 0 0

Cette matrice est diagonale, donc ¢, est diagonalisable et

Sp(wa) ={0, A1 — Ay, Ay — A4}

2) Généraliser ces résultats au cas ou A est une ma-
trice diagonalisable d'ordre 2.
Solution. Prenons A € .#,(IR) diagonalisable : il existe une
matrice P € GL,(IR) et A;,A, € IR tels que A= PDP™!
D =diag(A4,A,).
Notons E] ; :=PE, P! pour tout i, j € {1, 2}.
Constatons que les matrices E; i forment une base de .#,(IR)
formée de vecteurs propres de ¢,. Par exemple :
SOA(E;Q) =(PDP)(P Ep, p™)
—(PE;)(PDP™)
=P (DE,,—E,D) P!
=P ((Al _AZ)ELZ) p!
= (Al - )LZ) E;’z
On montre de méme que @ (E; ) = @4(E;,) = Og, et que
PaE; ) = (A=A Ey .
Reste a s’assurer que la famille des E’J reste une base de E :
elle a le bon nombre de vecteurs et elle est libre puisque :

> a B ;=0 = p( > ai,jEi,j) pPl=0,

1<i,j<2 1<i,j<2

d’aprés Q1

= D, o;E ;=0

1<i,j<2

= Vi, je[12], a,;=0.

Conclusion : ¢, est diagonalisable,
et Sp(yp,) = {O: A=Ay, Ay _11}~
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0 A

Solution. On écrit la matrice de A dans la base canonique ;
pour M = (57

eon=(o 5) (-6 D6 2

(Ax+z Ay+t)_(kx x+7ty)

3) Traiter le cas ot A= (A 1).

Az At Az z+ At
_(z t—x
“\0 -z )
0O 0 1 o
e ) -1 0 0o 1
On on déduit que : gslcit((pA)_ O 0 0 0
0O 0 -1 o
Le polynéme caractéristique de cette matrice est :
X 0 -1 o0
X -1 0
1 X 0 -1 X 0
X=00X02X0X0=XZ1X‘
0 0 1 X o 1 X
=X*

La seule valeur propre réelle de ¢, est 0. Si ¢, était diagona-
lisable, ce serait 'endomorphisme nul, or ce n’est pas le cas.
Conclusion. Sp(p,) = {0} et 4 n’est pas diagonalisable.

Planche INP C

m Exercice majeur

Dans tout |'exercice, n est un entier supérieur ou égal

a2.

1) On note F I'ensemble des matrices triangulaires
supérieures d'ordre 2. Montrer que F est un sous-
espace vectoriel de .#5(IR), stable par produit.
Donner la dimension de F.

Solution. Lensemble F s’écrit :

F= {G; }t,) ;(x,y,2) € IR3}

= {XEl,l +YEip+2E,,;(x,y,2) € |R3}
= Vect(Eyy, By, Esy).-

Cela prouve que F est un s.e.v. de #,(IR) et que
B = (Ey,,E;,,E,,) en est une famille génératrice.

De plus, 8 est libre car cest une sous-famille de la
base canonique de #,(IR) : 9B est une base de F et
dim(F) = Card(2) = 3.

Montrons que F est stable par produit. Pour toutes M = (57 )

etM’:(’g;V,/)deF:

/ / 7/
MxM’:(xx xy +,yz)eF.
0 2%

2) Soit F un sous-espace vectoriel de #,(IR) de di-
mension n? — 1, ne contenant pas I,, et stable par
produit.

a. Rappeler la valeur de E;; x E,, avec
i,j,k,2 €[1,n].
On rappelle que E;; est la matrice dont tous les

coefficients sont nuls, sauf celui d'indice (i,j), qui
vaut 1.

Solution. V1i,j,k,l€[1,n], E ;*xE =06, E;,.
Montrer que :  #,(IR) = F & Vect(1,,).

Solution. Montrons que F et Vect(I,) sont supplémen-
taires dans .,(IR) :
* dim(F) + dim (Vect(1,)) = (n®* — 1) + 1 = n?

= dim (.,(IR)).

e Montrons que F NVect(I,) = {0, }.
L’inclusion D est immédiate. Prenons M € FnVect(,,).
Cette matrice s’écrit M = AI,. Par Pabsurde, si on
avait A # 0, alors la matrice M’ = + M = I, serait
aussi dans F : c’est exclu par hypothése. C’est donc
que A = 0, et donc que M = 0,. Linclusion C est
démontrée.

3) a. Soit M,M’' € #,(R) et p: #,(R) > 4,(R)
le projecteur sur Vect(I,) parallélement a F.
Montrer que : p(M M’) = p(M)p(M’).
Solution. Prenons M,M’ € #,(IR) et décomposons-les
sur F & Vect(1,,) ; il existe A,A’ € F, A, A" € R tels que :

4

M=A+Al, et M =A+21'I,
On a donc :
MM =A+AL)x (A +1'1,)
=(AA + LA + XV A)+ (AA)],. (%)
Comme F est stable par x, AA'€F,
et comme F est uns.e.v.,, AA+AA + AV AEF;

et évidemment, (AA')I, € Vect(1,).
L'égalité (x) montre donc que :

p(M M) = (A1, = (A1) x (A'1,)
=p(M) x p(M).

i

Soit M € ,(R).

Montrer que si M2 € F, alors M € F.

Solution. Soulignons que M € F si et seulement si
p(M)=0,.

Supposons que M2 € F : alors p(M?) =0,.

D’autre part, en notant p(M) = A1,, d’apres la question
précédente :

p(M?) = (AL,)* = A°1,.

On en déduit que A> = 0, donc que A = 0, dou
p(M)=0,, etainsi M €F.

4) Déduire des questions précédentes que E;; € F

pour tout (i, ) € [1,n]?, puis conclure.
Solution.
* Soit i, j € [1,n] quelconques.
— Sii#j: onaEszoneF,
donc d’aprés Q3b, E;; €F.
< Sii=j : on peut considérer k € [1,n] différent de i
car n 2 2. En utilisant que E;; = E;; x E;;, comme
E,;, et E;; sont dans F comme on vient de le voir, E;;
l’est également, toujours d’apres Q3b.
Dans tous les cas, E;; € F.

* F contient la base canonique de .#,(IR), donc
F = ,(R). Ceci contredit le fait que I, ¢ F.
Conclusion. Si n > 2, il nexiste pas de sous-espace
vectoriel F de .#,(IR), de dimension n? — 1, stable par
produit et ne contenant pas I,.
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5) Montrer que I'ensemble des matrices de trace nulle
est un sous-espace vectoriel de ., (IR) de dimen-
sion n® —1.

Est-il stable par produit ?

Solution. Lensemble F dont il est question est le noyau de
tr: #,(R) — IR. Cest donc un s.e.v. de .#,(IR).
Par le théoréme du rang :

dim(F) = dim ( Ker(tr)) =dim (//tn(lk)) —dim ( Im(tr)) .

Im(tr) est un s.e.v. de IR : cela ne peut étre que {0} ou IR.
Comme tr(I,) =n # 0, c’est que Im(tr) = IR.

Finalement, dim(F)=n?—1etlI, ¢ F.

L'espace F ne peut pas étre stable par produit car cela contre-
dirait le résultat de Q4.

B Exercice mineur
On consideére I'équation différentielle :

(E) cos(t)y +sin(t) y’ = —cos(t) sin(t).

Déterminer I'ensemble des solutions réelles de (E) sur

I=]-m/2,7/2[.
Solution. Léquation différentielle (E) est linéaire, d’ordre 1, a
coefficients variables et avec second membre, et présente une
singularité en t = 0.
On la résout dabord sur IT := ]0,7/2[, ensuite sur
I” :=]-7/2,0[, puis on essaie de recoller les solutions en ¢t = 0.
1) SurI*=]0,7/2[, ona:

cos(t

(E) < y'+ J = —cos(t).
sin(t)

cos(t)

* KEquation homogéne : la fonction a: t —

sin(t)
a pour primitive A: t — 1n| sin(t)| = ln(sin(t)) sur I,
—A(t) —
ete sin(t)’
A
Onobtient: < (H,I")= {t — —— A€ IR}.
sin(t)
* Solution particuliére : par la méthode de variation de la
constante.
. At)
Soit A€ 9(I,,R) ety:t— —=—. Alors:
sin(t)
N , cos(t)
Veel', y'(t)+——=y(t)
sin(t)

_ A(t)sin(t) — A(t) cos(t) | cos(t) A(t)

B sin?(t) sin?(t)

_ A

~ sin(e)
En injectant dans (E) :

/
yeZ(EIY) < Vtel, M = —cos(t)
sin(t)

Vteelt, A (t)=—cos(t)sin(t)

cos?(t)

=

= Vtel", At)= % cos?(t)
= .
2 sin(t)

Veel, y(t)=

cos?(t)
2 sin(t)
particuliére de (E) sur I*.

La fonction yp: t — est (un exemple de) solution

* Solution générale sur I+ :

y(E: I+)=yP+y(H) I+)

2
= {t o 8T 24 (?)+2A ;Ae IR}.
2 sin(t)

2) Sur I~ =]7/2, O[, on trouve de facon analogue :

cos®(t)+2B

(B, )= {t - 2 sin(t)

;Be IR} .

3) Recollement des solutions. Pour chercher les solutions
de (E) sur I, on procéde comme d’habitude par analyse-
synthese.

* Analyse. Soit y une solution de (E) sur I. Etant solu-
tion sur I* et I, il existe deux constantes A,B € IR telles

que :

2(t)+2A

% sit>0,
sin

Vtel, t)=
() cos?(t)+2B .

——— " sit<0.

sin(t)

y doit avoir une limite finie en O ; or le sinus au dénomina-
teur tend vers O : il est donc nécessaire que le numérateur
tende également vers O (sinon y aurait une limite infinie a
gauche ou a droite de 0).

Cela impose que A = B = —1/a.

De plus, en t = 0, I’équation (E) donne directement
y(0)=0. ,

M sit#0,
Nécessairement : y(t) = sin(t)

0 sit=0.

* Synthése. Etudions la fonction y: I — IR définie par :

cos?(t)—1
y(t)= sin(t)
0 sit=0.

sit#0,

Cette fonction est clairement dérivable sur les ouverts I
et I~, ot elle est solution de (E).

Reste a voir qu’elle est dérivable en O ; a 'aide de son taux
d’accroissement :

vien o, H0=XO
_cos?(t)—1 _ (cos(t)—1) (cos(t) +1)
T tsin(t) t sin(t)
~ M—Xz =—1 — —1, limite finie.
t—0 t2 t—0

y est bien dérivable sur I. De facon immédiate, elle vé-
rifie (E) en t = 0 également.
1l s’agit bien d’une solution de (E) sur I tout entier.

Conclusion générale. Léquation (E) admet une unique so-
lution sur I = ]—7/2, 7/2[ :

cos?(t)—1
y: t— sin(t)
0 sit=0.

sit#0,

(s’il n’y avait pas eu de singularité en t = 0, on aurait trouvé
une infinité de solutions, constituant une droite affine)
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