
Classe de PSI ◦ Révisions pour les épreuves orales

Planches INP (4)

▶ 1 Planche INP J

■ Exercice majeur
Soit un entier q ⩾ 2 et

Q = q X q −
�

X q−1 +Qq−2 + · · ·+ 1
�

.

On pose R= (X − 1)×Q.

1) Montrer que 1 est racine de Q.
Montrer que : R= q X q+1 − (q+ 1)X q + 1.

2) Soit z une racine complexe de Q.
On admet pour les questions 2 et 3 que si | z |= 1,
alors z = 1.

a. Montrer que : q | z |q ⩽
q−1
∑

k=0
| z |k.

b. Montrer que si z ̸= 1, alors | z |< 1.
(Indication : raisonner par l’absurde)

3) a. Factoriser R′ en produit de polynômes irréduc-
tibles.

b. Montrer que 1 est racine double de R.
Montrer que les autres racines de R sont
simples.

c. Conclure quant à la multiplicité des racines
de Q.

4) Soit A∈Mn(C) telle que Q(A) = 0n.
a. Montrer que A est diagonalisable.
b. Déterminer, après en avoir montré l’existence,

la nature géométrique de la limite de la
suite (Ak)k∈N.

5) Soit z une racine complexe de Q.
Montrer que si | z |= 1, alors z = 1.

■ Exercice mineur

1) Pour tout x ∈ ]−1,1[, montrer que :

∫ x

0

arctan(t)
t

dt =
∞
∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)2
.

2) Montrer que :

∫ 1

0

arctan(t)
t

dt =
∞
∑

n=0

(−1)n
1

(2n+ 1)2
.

▶ 2 Planche INP K

■ Exercice majeur

1) Donner le développement en série entière de
x 7→

1
1+ x

.

2) On pose, pour tout r réel :

s(r) =

∫ +∞

0

x r−1

1+ x
dx .

a. Déterminer le domaine D de définition de s.
b. Montrer, par un changement de variable, que

pour tout r ∈ D :
∫ +∞

1

x r−1

1+ x
dx =

∫ 1

0

t−r

1+ t
dt.

3) L’objet de cette question est le calcul de s(r) pour
tout r ∈ D.
a. Étant donné α > −1, on pose pour tout n ∈N :

un =

∫ 1

0

∞
∑

k=n+1

(−1)k tk+α dt.

Montrer que pour tout n ∈ N∗ et
tout t ∈ [0,1 [, on a :
�

�

�

�

�

∞
∑

k=n+1

(−1)k tk+α

�

�

�

�

�

⩽ tn.

En déduire que (un) converge vers 0.

b. En déduire la valeur de
∫ 1

0

tα

1+ t
dt sous la

forme d’une somme de série, puis celle de s(r).

■ Exercice mineur
Soit E un espace euclidien, g ∈ O(E) et f = g − idE .

1) Montrer que Im( f ) ⊂ Ker( f )⊥.
Y a-t-il égalité ?

2) Montrer que :

∀ x ∈ E,
1
n

n−1
∑

k=0

gk(x) −−−−→
n→∞

p(x),

où p est la projection orthogonale sur E1(g),
le sous-espace propre de g associé à la valeur
propre 1.
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▶ 3 Planche INP L

■ Exercice majeur
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, f un
endomorphisme non nul tel que f 3 + f = 0 et 0 est
valeur propre de f .

1) Montrer que : Im( f 2) ⊂ Im( f ).
2) Montrer que : Im( f ) ⊂ Ker( f 2 + idE)

et que : Im( f 2 + idE) ⊂ Ker( f ).
3) Montrer que : E = Ker( f )⊕ Im( f ).

On considère l’application g : Im( f )→ Im( f )

x 7→ f (x).

4) Montrer que g2 = −idIm( f ).
5) On suppose que dim(E) = 3.

Montrer qu’il existe une base B de E telle que

mat
B
( f ) =





0 0 0
0 0 −1
0 1 0



 .

■ Exercice mineur

Soit I =

∫ 1

0

ln(t)
1+ t2

dt.

1) Justifier l’existence de I .

2) Montrer que : I =
∞
∑

n=0

(−1)n−1

(2n+ 1)2
.
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