Classe de PSI o Révisions pour les épreuves orales

Planches Mines-Télécom (2) et Centrale épr. 1 (1)

EI Mines-Télécom planche D

m Exercice 1

Soit un entier n = 2 et A€ #,(R) telle que :
.. 2 )
V(":J)EII]-:H]] ) Ai,j:l] .
1) Déterminer le rang de A et déterminer ses valeurs
propres sans calculer le polyn6me caractéristique.
2) En déduire que A est diagonalisable.

3) Déterminer une base de vecteurs propres de A.

4) Donner une matrice P et une matrice D diagonales
telles que A=PDP7L.

m Exercice 2

Soit n € IN*, X une variable aléatoire suivant la loi
géométrique de paramétre 1/n. Montrer que :

1
1) P(X > n?) < —;
n

2)PUX—ﬂl>n)<1—%;

1
3) (X >2n)<1—-.
n

Mines-Télécom planche E
B Exercice 1
1) Montrer que, pour tout entier n = 2, |'équation :
1+In(x+n)=x
admet une unique solution dans R,
On note u, cette solution.

2) Montrer que la suite (u,),>5 est croissante.

3) Montrer que :

Vn=2, In(n)<u,<n.

En déduire un équivalent de u,.

W Exercice 2
Soit A€ #,(IR) une matrice de rang 1.

Monter que A est diagonalisable si et seulement si

tr(A) £ 0

Mines-Télécom planche F

H Exercice 1

Soit E un espace préhilbertien réel, (u,v) € E2. On
pose :
¢: E—E

x — (u, x)v—{(x, v)u.
Soit F = Vect(u, v).
1) Pourquoi peut-on dire que E=F @ F-?

2) Ecrire la matrice de ¢ dans une base adaptée 3
cette décomposition.

3) Montrer que ¢ est diagonalisable.

m Exercice 2
Pour tous n € IN* et x € R, on pose f,(x)=e*V"

Soit f = Ozjlfn.

1) Donner le domaine de définition de f.
2) Montrer que f est continue sur ]0,+00].
3) Montrer que :

VYnel, f(x)zo( L )

xn
X—+00

Planche Centrale épr. 1 A

Soit (a,),en une suite complexe telle que la série en-
tiere > a, 2" soit de rayon de convergence infini. On
note f sa somme.

1) Soit r >0 et peIN. Montrer que :

27
it —ipt _
f f(ref)e ™ dt =2ma,r?.
0

2) On suppose f bornée sur C.
a. Montrer qu'il existe M = 0 tel que :

M

VpeN, |ap|<r—p.

b. Montrer que a, =0 pour tout p € IN*.
En déduire que f est constante.

3) On suppose maintenant qu'il existe ¢ € IN* et
(a,B) € (IRi)2 tels que :
Vzel, |f)I<alz|?+p.

Montrer que f est une fonction polynéme.
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EI Planche Centrale épr. 1 B

Soit E un espace euclidien de dimension n € N,

u un endomorphisme de E,

2B une base orthonormée de E,

A la matrice de u dans la base 4.
On définit u* I'endomorphisme de E dont la matrice
dans la base & soit AT.

1) Soit 9B’ une autre base orthonormée de E, A’ la
matrice de u dans cette base. Montrer que la ma-
trice de u* dans %’ est (A')".

En déduire que la définition de u* ne dépend pas
de la base orthonormée dans laquelle sont décrites
les matrrices.

2) Montrer la proposition suivante :
VX, Y)eE? (uX)|Y)=(X|u"(V)).
Montrer que si un endomorphisme v vérifie cette
proposition, alors v = u®.

3) On pose w = u* ou. Montrer que w admet n va-
leurs propres (comptées avec leur multiplicité) et
que ces valeurs propres sont positives.
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